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Предисловие

Настоящее учебное пособие написано на основе лекций по мате­
матическому анализу, читаемых автором студентам первого курса 
Московского физико-технического института. Оно представляет со­
бой первую часть двухгодичного курса, что соответствует двум пер­
вым семестрам. Первая часть учебного пособия содержит девять 
глав.

В первой главе на основе представления действительных чисел 
в виде бесконечных десятичных дробей изучаются числовые по­
следовательности, и строится арифметика действительных чисел. 
Кроме того, рассматриваются различные числовые множества: ко­
нечные и бесконечные, счетные и несчетные, открытые и замкнутые, 
измеримые и неизмеримые.

Вторая глава посвящена в основном изучению свойств функций, 
непрерывных в точке или на некотором множестве. В частности, 
доказывается, что при непрерывном отображении образом компакта 
является компакт, а образом промежутка —  промежуток.

В третьей главе даются определения производных и дифферен­
циалов, выводятся правила дифференцирования, и доказываются 
теоремы о среднем для дифференцируемых функций. В конце 
рассматриваются первообразные и неопределенные интегралы.

Четвертая глава посвящена исследованию функций с помощью 
производных: доказываются правила Лопиталя раскрытия неопре­
деленностей, изучаются асимптотические разложения по формуле 
Тейлора, устанавливаются условия монотонности и выпуклости 
дифференцируемых функций и условия существования точек экс­
тремума и точек перегиба.

В пятой главе изучаются векторные функции и кривые на 
плоскости и в пространстве: длина дуги, кривизна и кручение и 
их свойства.

В шестой главе рассматриваются функции многих перемен­
ных, множества точек n-мерного пространства, вводятся некоторые 
понятия анализа в области комплексных чисел, в частности, дока­
зывается основная теорема алгебры.

В седьмой главе систематически излагается теория интегриро­
вания функций одной переменной. Изучаются как собственные, так
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и несобственные интегралы и их приложения. Кроме того, рас­
сматриваются криволинейные интегралы и интегралы от функций 
комплексного переменного.

В последних двух главах излагается теория числовых и функ­
циональных рядов, включая степенные. Особое внимание уделяется 
свойствам равномерно сходящихся рядов и последовательностей.

Пособие предназначено студентам технических вузов с расши­
ренной программой по математике. Оно может быть использовано 
и для самостоятельного изучения некоторых вопросов анализа.

В заключение хочу поблагодарить всех членов кафедры высшей 
математики Московского физико-математического института. Осо­
бую благодарность приношу моему учителю, члену-корреспонденту 
РАН профессору Л.Д.Кудрявцеву, и учителю многих математиков, 
академику РАН профессору С.М.Никольскому. По их замечатель­
ным учебникам учились и учатся многие поколения студентов во 
всем мире, по ним учился и автор этих лекций. В оформле­
нии рукописи большую помощь мне оказал сотрудник кафедры 
А.Полозов.

Данная книга выходит в серии ” Лекции кафедры высшей мате­
матики МФТИ” . В этой серии предполагается выход второй части 
лекций по математическому анализу, а также лекций по уравнениям 
математической физике и лекций по тензорному анализу.

Издание настоящего учебного пособия оказалось возможным 
благодаря поддержке Федеральной целевой программы ’’Интегра­
ция” , за что автор выражает глубокую благодарность.



действительных чисел

§ 1. Бесконечные десятичные дфоби 
и действительные числа

1,1. Конечные и бесконечные десятичные дроби. Напомним не­
которые понятия, известные из школьного курса математики.

Символы вида
+00,0x02 .. .огп (1)

—ao,0fi0f2.. .а п . . . ,  (Г )

где a i , ск2, . . . ,  аП|.. .  —  последовательность из цифр, а <*о —  целое 
неотрицательное число, называются бесконечными десятичными 
дробями или, короче, десятичными дробями.

Десятичная дробь называется положительной (отрицательной) , 
если она имеет знак +  (соотв., знак —) и в ее записи имеется 
хотя бы одна цифра, отличная от 0. Десятичная дробь, в записи 
которой все цифры равны 0, называется нулем.

Десятичная дробь, которая отличается от данной десятичной 
дроби а только знаком, называется противоположной к дроби а и 
обозначается - а .  Согласно этому определению, десятичные дроби 
(1) и (1/) являются взаимно противоположными.

Десятичная дробь вида (1) или (1/) называется конечной, если 
существует п такое, что для любого номера i, большего п, а,- =  О, 
т.е. если она имеет вид ±а<>, сцагг.. .  а п0 ... О... Вместо этого 
символа будем писать ±a o ,a r i.. .a „ , т.е. будем употреблять обычное 
обозначение конечной десятичной дроби.

Для любой десятичной дроби а вида (1) или (1;) конечная 
десятичная дробь ± a o ,a ? i.. .a ra называется п-м отрезком дроби а 
и обозначается (a )n.

В дальнейшем будем считать, что конечные десятичные дроби 
мы умеем сравнивать, складывать, вычитать и умножать по обыч­
ным правилам арифметики. Опираясь на это, построим арифметику 
бесконечных десятичных дробей. Множество всех десятичных дро­
бей с такой арифметикой называется множеством действительных 
чисел и обозначается А, а каждая десятичная дробь —  действие 
тельным числом.

Глава 1. Последовательности



1.2. Сравнение десятичных дробей. Введем понятия «равно», 
«меньше», «больш е» для бесконечных десятичных дробей.

О п р е д е л е н и е  1 . Десятичные дроби а и Р называются рае- 
нымщ если для любого п выполняется неравенство

1(* )п - (/ ? )п | <  1<ГП. ( 1)

В этом случае пишут а =  /?. В противном случае дроби а и /? 
называют неравными и пишут а ф Р.

Заметим, что здесь через 10“ п обозначается соответствующая 
конечная десятичная дробь: 10° =  1; 10” 1 =  0, 1 ; 10~2 =  0,01 и т. д.

Очевидно, что десятичные дроби —0 и +0 равны, поэтому вместо 
—0 или +0 пишут просто 0 и говорят, что нуль не имеет знака 
или что нулю можно приписать любой знак. Десятичная дробь 
равна нулю тогда и только тогда, когда в ее записи все цифры 
равны нулю. Если же в записи десятичной дроби а хотя бы одна 
из цифр отлична от нуля, то а ф 0.

Из данного определения следует, что одинаковые десятичные 
дроби заведомо равны, но равными могут быть и разные десятичные 
дроби. Например, 1 =  0,99 .. .9 ... И вообще, легко видеть, что 
любая периодическая десятичная дробь ого, <*\ct2 .. . о п9 .. .9 .. .  с 
периодом 9, у которой ап ф 9, равна конечной десятичной дроби 
a 0, Q i ... (a n +  1). Докажем, что только в таком случае разные 
десятичные дроби равны.

Л е м м а  1. Если десятинные дроби ao , a i a2 .. . ап .. . и
Po,P\Pi • -Рп ■ • равны и а о >  /?о, то а0 =  /3о +  1, <*п =  0 и 
Рп =  9 для любого п Е N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля удобства данные десятичные дроби 
обозначим а и /?. Тогда из условия a =  Р  следует, что

1Мо-(/*)о| = |«о-А>|< 1.
А так как Qo >  /?о, то ао — Ро =

Первое утверждение леммы доказано. Для доказательства вто­
рого утверждения воспользуемся методом математической индукции.

Д ля n =  1 имеем:

(a )i  -  (P )i  =  1 +  0, с * ! - 0, Л  =  10- ' ,

поэтому 9 +  a i =  Р\ и, следовательно, а\ =  0, Р\ =  9.
Предположим, что а\ =  .. . =  ап =  0, Р\ =  .. =  Рп =  9, и

докажем, что тогда a n+i =  0, /?п+1 =  9.
Так как

( « ) » + !  -  ( Я „+1 =  Ю "п +  (an+x -  / W H O - " " 1, 

и это все равно 10” п“ г, то для an+i и рп+\ получаем уравнение

9 “I" Оп+1 — Рп+11
из которого следует, что a n+i =  0, Рп+1 =  9. Лемма 1 доказана.

12 ГЛ. 1 ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
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Очевидным обобщением леммы 1 является следующее утвер­
ждение: Если две разные десятинные дроби а и 0 равны, то
одна из них конечная, а другая периодическая с периодом 9. При­
чем, если, например, а =  ±ао>с*1 .. . а п9 . . .9 ... и ап ф 9, то 
0 =  ± 00,01 .. . ( оп +  1).

Из этого утверждения следует одно из основных свойств равен­
ства — свойство транзитивности:

Если о =  0, а 0 = :  7 , то а =  7 .
В дальнейшем везде, где это возможно, будем исключать из 

рассмотрения периодические десятичные дроби с периодом 9.
Рассмотрим теперь случай, когда о ф 0.
Согласно определению, о ф 0, если существует некоторое п =  

=  р, для которого неравенство ( 1) не выполняется, а выполняется 
противоположное неравенство

l ( « ) P - ( / ? ) p l > i o - p

или, что то же самое,

|(ог)р -  (/?)р| >  2 10- 

Л е м м а  2. Если неравенство

(/?)„ -  (в )„  >  10- р

( у . *  ' 0  "" v ' )

(2)
выполняется для п =  р, то оно выполняется и для любого п >  р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из неравенства (2) при п =  р следует, что 
если а имеет знак + , то и 0 имеет знак +. Если же а имеет знак 
—, то 0 может иметь любой знак.

Пусть сначала а имеет знак —, а 0 —  знак + . Тогда, очевидно, 
если п >  р, то

[ Р )п  — (<*)п >  ( 0 )р  — (Qf)p-

Пусть теперь а и 0 одного знака. Тогда, если п >  р, то 

(0 )п -  (а)я = {0)Р -  (а)р ±  (ОЛ+1 • • • А» -  0,ap+i .. .ап) • 1 0 >
> 2 • 10“р — 0, 9 ^ 3  10- р = 10-р + 10-п.

(п-р) раз

Лемма 2 доказана.
Доказанная лемма делает естественным следующее определение.
О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что десятичная дробь о 

меньше десятичной дроби 0 (или, что 0 больше а ), и писать а <  0 
(соотв., 0 >  а ), если существует п такое, что

(/?)п -  (а )„  >  Ю -". (3)

Очевидно, а >  0 тогда и только тогда, когда а положительна, 
и а <  0 тогда и только тогда, когда а  отрицательна.
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Из определения 2 следует, что если а <  /?, то — а >  — /?. 
Действительно, если для некоторого п выполняется неравенство 
(3), то для этого п выполняется и неравенство

Н 9)п -  ( - а ) п  <  - Ю " п ,

т.е. ( - а ) п -  (-/?)„ >  10~п, и поэтому —а >  -/?.
Так определенные понятия «меньше» и «больш е» обладают 

свойством транзитивности:
Если а <  0 и /3 <  7 , то а <  7 .
Действительно, согласно определению 2, если а <  /? и /? <  7 , то 

существуют р и g такие, что

(0)р - ( а ) р > 1 О - ” , (y)q - ( 0 ) q > l O - o .

Тогда, согласно лемме 2, для п, равного наибольшему из чисел р 
и <7, имеем

(0)п -  ( * ) „  >  Ю“ Р, Ь ) п  -  (/?)п >  К Г* 

и, следовательно,

(7 )п -  (а )*  >  1<Г ' +  1(Г «  >  1( Г П.

Согласно определению, справедливость этого неравенства означает, 
что а <  7 .

Если исключить из рассмотрения периодические десятичные 
дроби с периодом 9, то, очевидно:

1. дроби а и /9 равны тогда и только тогда, когда для любого 
п справедливо равенство (а )п =  (0)п\

2. а <  0 тогда и только тогда, когда существует п такое, что 
(а )п <  (/?)nj

3. <х<0 тогда и только тогда, когда (а )п <  (у3)п для любого п.

1.3. Числовая прямая. В п.1.2 определениями 1 и 2 в мно­
жестве десятичных дробей введены соотношения порядка «равно», 
«меньше», «больш е» и доказано, что для любых двух десятичных 
дробей а и /? выполняется одно и только одно из трех соотношений 
порядка: а <  /?, а =  /3 или а >  /?. Причем, если а <  /?, а <  7 , то 
а <  7 . Такие множества называются упорядоченными или линейно 
упорядоченными.

Действительные числа, возникающие на практике, часто имеют 
особые обозначения, поэтому будем говорить, что каждое дей­
ствительное число изображается некоторой десятичной дробью, а 
каждая десятичная дробь является представлением некоторого дей­
ствительного числа.

Гак как множество бесконечных десятичных дробей, а следо­
вательно, и множество действительных чисел, является линейно
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упорядоченным множеством, то действительные числа, как обычно, 
можно изображать точками прямой, на которой выбрано направле­
ние и начало отсчета. Поэтому множество R всех действительных 
чисел часто называют действительной (числовой) прямой (или 
осью)у а действительные числа — точками этой прямой.

На числовой прямой, как обычно, определяются числовые ин­
тервалы, отрезки и промежутки:

(а; 6), [а; 6], (а ;+оо), ( - о о ;6)

и т.д. В частности, R  =  (—оо; +оо).
Докажем еще одно свойство множества бесконечных десятичных 

дробей.
Л е м м а .  Если а <  /?, то существует конечная десятичная 

дробь 7 такая, что а <  7 <  /?.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 2 п.1.2 следует, что если а <  /?, 

то существует р такое, что (/?)п — (а )п >  10“ р для любого п >  р, 
в частности, и для п =  р + 1. Тогда конечная десятичная дробь 
7 =  (а )р+1 +  2 • 10"р*'1 удовлетворяет неравенствам а <  7 <  /?.

Действительно,

(7)я+1 -  ( « ) р +1 =  2 • К Г ' - 1 >  1 0 - '- ',  

и поэтому а <  7 . С другой стороны,

(/ ? )р +  1 *“  ( 7 ) p + i =  ( / ? ) р + 1 “  а р + 1  - 2 - 1 0  р  1 >

>  к г * -  2 - и г * - 1 >  к г р~\

и поэтому 7 <  /?. Лемма доказана.
Доказанную лемму часто формулируют так:
Между любыми двумя действительными числами лежит ко­

нечная десятичная дробь.
Это утверждение формулируют еще и так:
Множество конечных дедятичных дробей плотно в множестве 

R действительных чисел.

1.4. Кванторы существования и всеобщности. В математических 
определениях и теоремах часто употребляются выражения «д ля  
каждого (любого, всех) . . . »  и «существует ...такое (такой, такая), 
что . . . »  (см., например, определения 1 и 2 из п. 1.2). Эти выражения 
обозначаются соответственно V и 3 и называются кванторами: V 
— квантор всеобщности, 3 — квантор существования.

Используя обозначения кванторов, определения 1 и 2 можно 
сформулировать следующим образом:

а =  0, если Vn : |(а)„ -  (/?Ц< Ю_п;

а <  /?, если Зп : (/?)„ — (а )п >  10~” .



Здесь двоеточие означает, что после него идет высказывание, кото­
рое справедливо для указанных п (в первом определении для всех 
п, во втором по крайней мере для одного п).

Сформулируем еще два определения:

<* Ф Р, если Зп : |(а)„ -  (/?)„| >  10~";

a it 0, т.е. а >  /?, если Vn : (/?)„ -  (а )„  <  10“ ".

В дальнейшем будем широко пользоваться кванторами V и 3, так 
как они не подвержены разночтениям, их применение часто лучше 
проясняет смысл соответствующего высказывания, и, наконец, они 
полезны при конспектировании. Кванторы удобно использовать 
при построении отрицаний. Например, пусть А  и В  — некоторые 
множества, тогда

А С В, если, Vx Е А  : х Е В\

А <£ В, если, Зх Е А : х ^ В.

Здесь квантор всеобщности V заменяется на квантор существования 
3, а условие х Е В на условие х £ В } и наоборот, если эти 
определения поменять местами.

Иногда будем отступать от указанного порядка написания кван­
тора всеобщности V. Например, будем писать: 2 п >  п Vn Е N.

1.5. Десятичные приближения и их свойства. Д ля  любого дей­
ствительного числа обычным образом определяются верхние и ниж­
ние десятичные приближения, которые в некоторых случаях более 
удобны, чем отрезки соответствующих бесконечных десятичных 
дробей.

О п р е д е л е н и е .  Для любой десятичной дроби а >  0 конечные 
десятичные дроби (а )п и (а )п-Н 0~п называются n-ми десятинными 
приближениями (соотв., нижним и верхним) и обозначаются (о)^

И Й „ .
Таким образом, если а >  0, то, по определению,

(<*)п =  ( а )п, ( « ) „  =  (а)п +  10" " .

Если же а <  0, то n-е десятинные приближения определяются 
равенствами:

(<*)п =  (<*)„ -  Ю- " ,  (а )„  =  (а )„ .

Л е м м а  1. У  любого действительного нисла а нижние деся­
тинные приближения с возрастанием п не убывают} а верхние — 
не возрастают, т.е.

М п  -  (в )П|1> И »  >  M n +1 Vn-
Кроме того} ___

(а ) <  а <  (а )п Vn.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство для нижних де­
сятичных приближений, для верхних приближений оно проводится 
аналогично.

Если а >  0, то

(в)_ ,. -  (£ )„  =  (°)п+х -  (а)п =  0, an+i • И Г "  >  О,

а если а <  О, то

И п , 1 -  (£ )„  =  (а )п+1 -  К Г " -1 -  (а )„  +  10_п =

=  - 0, a „ + i • 10“ "  +  0,9 • 1( Г П >  0.

Первое утверждение доказано. Второе утверждение докажем 
методом от противного.

Пусть для некоторого п =  q неравенство (а)^ <  а не выпол­
няется, т.е. выполняется неравенство (а ) >  (а ). Тогда, согласно 
лемме 2 из п.1 .2,

Зр : ( ( o ) J n -  (<*)„ >  10-' Vn >  р.

Однако для любого n >  q имеем: если а >  0, то

=  qo,oi  .. .а,  -  ао,<*1 .. .а п < 0 ,

а если а <  0, то

“ “ (а ) «  =  .. .а д -  Ю~ч +  Qo , a i .. . ап <  0,

Следовательно, наше предположение неверное. Лемма 1 дока­
зана.

Л е м м а  2. Для того чтобы выполнялось неравенство а <  /?, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:

Зп: ( a)n < ( ^ .  ( 1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а <  /?, то, согласно лемме 2 из п.1.2, 

Зр : (Р)п -  (<>)« >  К Г '  Vn >  р.

Тогда при п =  р +  1 имем:

М „  -  Ы „  >  (Я »  -  (а)п -  2 • Ю -п >  10-Р -  2 ■ 10- " ,

что и доказывает необходимость условия ( 1) для выполнения не­
равенства а <  0. Докажем достаточность.
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Пусть существует п =  р, для которого выполняется неравенство 
(1). Тогда, в силу свойств десятичных приближений,

< н> <  ̂А
и поэтому а <  Лемма 2 доказана.

§ 2. Предел числовой последовательности
2.1 . Числовые последовательности. Подпоследовательности. Чи­

словые последовательности рассматривались еще в школьном курсе 
математики. Напомним соответствующие понятия и сформулируем 
их определения в нужной нам форме.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть имеется правило, которое каждому 
натуральному числу п ставит в соответствие некоторое число ап. 
Тогда множество всевозможных пар (n ;an), п Е N, называется 
числовой последовательностью и обозначается либо { ап}, либо ап, 
n Е N, либо a i ,a2, .. . ,ап, ... .

Пара (п;ап) называется п-м элементом этой последовательности 
и обозначается просто ап. Число п называется номером, а число 
ап — значением п-го элемента.

Таким образом, последовательность всегда имеет бесконечно 
много элементов. Множество значений элементов последовательно­
сти может быть как бесконечным, так и конечным, в частности, 
может состоять из одного элемента (такая последовательность на­
зывается постоянной).

О п р е д е л е н и е  2. Последовательность действительных чисел 
хп, п Е N, называется ограниченной сверху, если существует число 
М  такое, что хп <  М  для любого п Е N. Аналогично, после­
довательность {ж„}  называется ограниченной снизу, если для нее 
выполняется условие:

3т : Vn i n >  m.

Последовательность называется ограниченной, если она ограни­
чена и сверху, и снизу.

Очевидно, последовательность { х п}  будет ограниченной, если 

ЗМ  : Vn \хп\ <  М.

П р им ер ы.  Последовательность, n-й член которой задается 
формулой хп =  (—l ) " ” 1, n Е N, является ограниченной, так как 
-1  < x n <  1 Vn.

Последовательность х„ =  n, n Е является ограниченной снизу, 
так как хп >  1 Vn, но не является ограниченной сверху, так как 
для любого числа М  существует натуральное число пм такое, что 
пм >  М .  Последовательность хп =  —n, n Е N, ограничена сверху, 
но не является ограниченной снизу.
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Последовательность хп =  (— l ) ” -"1?!, n G N, является неограни­
ченной и сверху, и снизу.

У любого действительного числа х последовательности его верх­
них и нижних десятичных приближений ограничены. Действительно,

( * L  <  (£ )„ <  (* ) „  <  W o  Vn-

О п р е д е л е н и е  3. Последовательность { х п}  называется ста­
ционарной, если существует N  такое, что хп =  х^  для любого 
п >  N .

В частности, постоянная последовательность является стацио­
нарной.

Очевидно, любая стационарная последовательность является 
ограниченной, так как множество значений ее элементов содержит 
лишь конечное число элементов.

Важным классом последовательностей действительных чисел 
является класс монотонных последовательностей.

О п р е д е л е н и е  4. Последовательность { х п}  называется моно­
тонно возрастающей ( убывающей), если

Vn хп <  *п+1 (соотв., Х п >  *n+l).

Числовая последовательность называется монотонной, если она 
или монотонно возрастающая, или монотонно убывающая.

П р и ме р ы.  Последовательность хп =  (—l ) n, n G N, не явля­
ется монотонной. Любая постоянная последовательность является 
монотонной (и возрастающей, и убывающей). Последовательность 
хп =  п, п G N, монотонно возрастающая, а последовательность 
уп =  — n, п G N, монотонно убывающая. Вообще, если последо­
вательность { х п}  монотонно возрастающая, то последовательность 
уп — —хп , п G N, монотонно убывающая, и наоборот.

У  любого действительного числа последовательность его нижних 
десятичных приближений монотонно возрастает, а последователь­
ность верхних приближений монотонно убывает.

Очевидно, любая монотонно возрастающая последовательность 
ограничена снизу, а монотонно убывающая ограничена сверху.

Т е о р е м а .  Если монотонная последовательность целых чисел 
ограничена, то она стационарная.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность целых чисел 
хП) п G N, монотонно возрастает и ограничена сверху. Пред­
положим, что она не является стационарной. Тогда существует 
пх такое, что хП1 >  x i; существует п2 такое, что хП2 >  х„,,  
и т.д. Таким образом строится последовательность п*, к G N, 
такая, что

Хп* ^  V* G N,

где хПо =  xi.
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Так как хп — целые числа, то из последнего неравенства 
следует, что хПк >  хПк_ г +  1, и поэтому

хпк > х \ + к  Vfc G N.

Полученное неравенство противоречит тому, что последователь- 
ность { * „ }  ограничена сверху. Следовательно, наше предположение 
неверное. Случай монотонно убывающей последовательности рас­
сматривается аналогично.

Теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  5. Последовательность { х п}  называется строго 

возрастающей (убывающей), если

Vn хп <  xn+i (соотв., хп >  хп+1).

Числовая последовательность называется строго монотонной, 
если она или строго возрастающая, или строго убывающая.

Очевидно, любая строго монотонная последовательность целых 
чисел является неограниченной.

О п р е д е л е н и е  6. Последовательность { у * }  называется подпо­
следовательностью последовательности { хп}, если

V* 3 п =  пк : У к = х Пк,

причем последовательность номеров {п* }  строго возрастающая. Эта 
подпоследовательность обозначается { х Пк}.

Заметим, что при доказательстве теоремы было показано, что 
если монотонно возрастающая последовательность целых чисел { х п} 
не является стационарной, то у нее есть строго возрастающая 
подпоследовательность { x „ fc}.

2.2. Предел последовательности^ Е^цииственность предела. Дадим 
определение предела числовой последовательности, не употребляя 
понятий суммы или разности действительных чисел, так как они 
пока еще не определены.

О п р е д е л е н и е  1. Число х называется пределом последователь­
ности действительных чисел { х п} ,  если выполняется условие: для 
каждого интервала (а; 6), содержащего х, существует номер N  та­
кой, что любое х„, у которого п >  N } содержится в интервале 
(а; 6).

В этом случае пишут lim х„ =  х или « х п —V х при п оо» и
п—f оо

говорят, что последовательность { х „ }  сходится к х.
Сформулируем это определение, используя обозначения кванторов.
О п р е д е л е н и е  1;. Число х называется пределом последова­

тельности { х п}, если выполняется условие:

3N  : V n >  N  : хп Е ( а ; 6).V(a; 6) Э х : ( 1)
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Отметим, что в условии ( 1) интервал (а; 6) может быть как 
конечным, так и бесконечным. Особо следует подчеркнуть, что 
номер N  зависит от выбора интервала (а; 6).

О п р е д е л е н и е  2. Любой интервал, содержащий заданное число 
х , называется окрестностью числа (или точки) х и обозначается 
0(х).

Используя понятие окрестности точки, определение предела 
последовательности можно сформулировать следующим образом:

Число х называется пределом последовательности { х п}, если

VO(x) 3N  : Vn >  JV хп е О ( х ) .  (2)

Так определенные пределы числовых последовательностей на­
зываются конечными пределами. Наряду с ними рассматриваются 
и бесконечные пределы.

О п р е д е л е н и е  3. Говорят, что последовательность {жп}  схо­
дится к -foo, и пишут lim хп =  +оо или « хп -у +оо при п -у  оо»,

п-юо
если выполняется условие:

VAf 3N : 4 n > N  хп >  М .

Аналогично, lim жп =  — оо, если
п—юо

Vm ЗА" : V n >  N  хп <  т.

Символы 4-оо и —оо называются бесконечно удаленными точ­
ками числовой прямой. Естественно считать, что для любого 
действительного числа а справедливы неравенства —оо <  а <  4-оо. 
Числовая прямая Ш вместе с бесконечно удаленными точками — оо 
и +оо называется расширенной прямой и обозначается Ж.

О п р е д е л е н и е  4. Любой бесконечный интервал вида (—оо;а) 
называется окрестностью бесконечно удаленной точки —оо. Ана­
логично, любой бесконечный интервал вида (а;-|-оо) называется 
окрестностью бесконечно удаленной точки 4-оо.

Используя понятие окрестности, определения конечных и бес­
конечных пределов можно сформулировать следующим образом:

Точка х расширенной прямой называется пределом последова­
тельности {жп}, если выполняется условие (2).

Докажем, что это определение предела числовой последова­
тельности является корректным в том смысле, что если предел 
существует, то он единственный. Но прежде докажем одно почти 
очевидное утверждение.

Л е м м а .  У  любых двух точек расширенной числовой прямой 
существуют непересекающиеся окрестности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ж и у —  две точки расширенной 
числовой прямой, и пусть, для определенности, х <  у. Тогда, если 
х — —оо, у =  +оо, то, по определению, любой интервал ( —оо;а),
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где а — некоторое число, является окрестностью точки ж =  —оо, а 
интервал (а; +оо) —  окрестностью точки у =  +оо, и эти окрестности 
не пересекаются.

Если х и у — действительные числа, то, в силу леммы п.1.3, 
существует число а такое, что х <  а <  у. Очевидно, интервал 
(—оо;а) — окрестность точки ж, а интервал (а; +оо) — окрестность 
точки у, и эти окрестности не пересекаются.

Если же х =  —оо, а у — действительное число, то, например, 
интервал (а ;6), где а =  (у )р — 1 и 6 =  (у )0+ 1, является окрестностью
точки у, а интервал (—оо;а) —  окрестностью точки х =  —оо. 
Аналогично, если у =  -f оо, а ж — действительное число, то интервал 
(а; 6), где а =  (ж)р — 1 и 6 =  (ж)0 -f 1, является окрестностью точки
ж, а интервал (6;+оо ) —  окрестностью точки у =  +оо, и эти 
окрестности не пересекаются. Лемма доказана.

Доказанное свойство называется свойством отделимости точек 
числовой прямой. Следствием этого свойства является единствен- 
ность предела числовой последовательности.

Т е о р е м а  1. Числовая последовательность может иметь 
только один предел ( конечный или бесконечный).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся методом от противного. До­
пустим, что существует последовательность {жп}, которая имеет два 
разных предела ж и ж'. Тогда, в силу доказанной леммы, у ж 
и ж' существуют непересекающиеся окрестности 0 ( ж) и О(ж'). А 
так как ж и ж '  — пределы последовательности {жп}, то должны 
выполняться условия:

3N  : Vn>JV ж„бО(ж) ,

3N ' : Vn >  N* хп е 0 (ж;),

из которых следует, что, например, жп, у которого п =  rnaxjyV; /V'}, 
принадлежит и 0(ж), и 0 ( ж;), “что невозможно. Следовательно, 
наше допущение неверное. Теорема доказана.

Рассмотрим несколько примеров, которые сформулируем в виде 
отдельных утверждений.

1. Любая стационарная последовательность имеет предел. 
Причем, если {жп}  такая, что жn =  с Vn >  N, то lim х п =  с.

П—fOO
Действительно, в этом случае в любой окрестности 0( c )  точки 

с лежат все ж„, у которых п >  N.
2. У любого действительного числа ж последовательность его 

верхних (и нижних) десятичных приближений сходится к ж.
Докажем, что lim (ж) =  ж.

п—мх> Л
Возьмем некоторую окрестность (а; 6) числа ж. (Не ограничивая 

общности, можно рассматривать только конечные окрестности.) 
Тогда а <  ж <  6, и поэтому

3N :  < ( * ) „ •
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Отсюда и из свойств десятичных приближений следуют неравенства:

«  <  («)лг <  М лг  -  х <  6) М лг -  i f i ,  - х Vn > N >

из которых следует, что а <  (ж)^ <  6 для любого п >  N.  Так как
такое N  существует для любой окрестности (а; 6) числа х, то наше 
утверждение доказано.

Равенство lim (х)_ =  ж доказывается аналогично. Из него, в
П-¥0О

частности, следует, что Нш 10“ п =  0, так как 10” п это п-е
п-юо

верхнее десятичное приближение числа 0.
3. Последовательность ж„ =  ( —1)Л, п Е N, не имеет предела 

(ни конечного, ни бесконечного).
Для этой последовательности никакая точка расширенной пр*ь 

мой не удовлетворяет условию (2), т.е. для любой точки х Е R 
выполняется противоположное условие:

3 О(ж) : VN 3 п >  N  : хп £ 0 (х ).
*---------------1

Действительно, если х ф  — 1, то у х и —1 существуют непересе- 
кающиеся окрестности О(х)  и 0 ( — 1), и поэтому вне О(х )  лежат все 
хп с нечетными номерами, так как они равны —1. Если же х =  — 1, 
то существует 0 ( — 1), которая не содержит число 1. Следовательно, 
данная последовательность не имеет предела.

4. Последовательность хп =  и, п Е N, сходится к +оо, а 
последовательность уп =  —n, п Е N, сходится к —оо.

Действительно, для любого числа М  >  0 положим N =  (Л/)0 + 1, 
тогда хп >  М  для любого п >  N.  Если же М  <  0, то хп >  М  для 
любого п Е N.- Следовательно, lim хп =  +оо.

п-юо
Аналогично доказывается, что lim уп =  —оо.

п->оо

5. Последовательность хп =  (—l ) nn, п Е N, не имеет предела 
(ни конечного, ни бесконечного).

Для любого действительного числа х положим а =  (х )п — 1,

6 = ( х ) 0Н-1, N  — тах{|а|; |6|}. Тогда интервал (а; 6) — окрестность 
точки х, и вне (а; 6) лежит любое хп с номером n >  N,  причем, если 
п нечетное, то хп <  а, а если п четное, то хп >  6. Следовательно, 
никакое число не является пределом данной последовательности, 
и она не сходится ни к -foo ни к —оо.

О п р е д е л е н и е  5. Последовательность называется сходящейся, 
если она имеет конечный предел. Если же последовательность не 
имеет конечного предела, то она называется расходящейся.

Последовательности из примеров 1 и 2 сходящиеся, а после­
довательности из примеров 3, 4, 5 расходящиеся. Отметим, что 
последовательности из примера 4 сходятся к -foo и, соотв., к —оо,
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однако они являются расходящимися, поэтому иногда говорят, что 
они расходятся к +оо и, соотв., к —оо.

Т е о р е м а  2. Если последовательность имеет конечный предел, 
то она ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { х п}  сходится к 
числу х , и пусть (а; 6) —  некоторая конечная окрестность числа 
х. Тогда существует N  такое, что а <  хп <  6 для любого п >  N , 
и поэтому вне интервала (а ;6) могут быть лишь ®i , .. . , хлг-1- 
Если через т  и М  обозначим наименьшее и наибольшее из чисел 
а,Ь, х\, .. . ,хн^\,  то, очевидно, т < х п < М  для любого п. Теорема 2 
доказана.

Заметим, что обратное утверждение неверное. Например, после­
довательность хп =  (—l ) n, п Е N, ограничена, но не имеет предела.

Т е о р е м а  3. Если последовательность сходится к -foo, то она 
является ограниченной снизу и неограниченной сверху. Если же 
она сходится к — оо, то она ограничена сверху и неограничена 
снизу.

Доказать в качестве упражнения.
Т е о р е м а  4. Если последовательность имеет предел (конечный 

или бесконечный), то и любая ее подпоследовательность имеет 
тот ж е предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {x nfc}  —  подпоследовательность по­
следовательности { х п}, и пусть lim хп =  х. Тогда

п-юо

VO(x) 3N  : Vn >  N  хп Е 0{х) ,  (3)

а так как п  ̂ >  к , то хПк Е 0 ( х )  VA >  N , где 0 { х }  — та же 
окрестность, что и в условии (3). Следовательно, lim хПк =  х. Тео­
рема 4 доказана. к~*°°

2.3. Переход к пределу в неравенствах. Сформулируем и до­
кажем несколько свойств пределов числовых последовательностей, 
связанных со свойством упорядоченности множества действитель­
ных чисел.

Т е о р е м а  1. Если последовательности { х п}  и { уп} имеют 
пределы ( конечные или бесконечные) и

lim хп <  lim у„,
П-fOO П-fOO

то существует N  такое, что хп <  уп Чп >  N .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim хп =  х, lim уп — у. По условию

п-юо п-юо
теоремы, х <  у, и поэтому существует число а такое, что х <  а <  у. 
Тогда, согласно определению предела, имеем:

3N i : Vn >  N\ хп е  (—оо; а);

3N 2 : Vn >  N 2 Уп € (а; +оо).
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Следовательно, если N  =  max{iVi; ЛГ2}, то xn <  а <  уп Vn >  ЛГ. 
Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Если последовательности { х п} и { уп}  имеют 
пределы и существует N q такое, что хп < у п Vn >  No, то

lim хп <  lim уп,
П —ЮО ~~ П —►ОО

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта теорема является следствием теоремы 1 
и доказывается методом от противного. Действительно, если пред­
положить, что х >  у, то, согласно теореме 1,

3N  : Vn >  N  хп > уп,

что противоречит условию. Следовательно, х<у. Теорема 2 доказана.
С л е д с т в и е .  Если последовательность { я п}  имеет предел и 

существует N  такое, что хп <Ь  ( или > а )  для любого n > N , то

lim хп <  b (соотв., lim хп >  а).
П -+ 0 0  ~  П - *  ОО ~

Заметим, что если { х п} сходится к х и, например, хп >  a Vn, 
то можно лишь утверждать, что х >  а, и нельзя утверждать, что 
х >  а. Например, 10“ п >  0 Vn, но, как уже доказано, lim 10” п =  0.

п-юо

Т е о р е м а  3. Пусть числовые последовательности { х п} и {уп} 
удовлетворяют условию:

В N  : Vn >  N  хп <  у„.

Тогда, если хп -> +оо, то и уп —> -foo при п —> оо. Если ж е 
уп -*  —оо, то и х п —¥ —оо при п —> оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из того, что хп —¥ +оо при п оо, следует,
что

VM 3N M : Vn >  N M хп >  М .

А так как уп >  хп Vn >  N , то

уп > М  Vn >  N'M ,

где N'u  =  rnax{ N : N m } Следовательно, lim y„ =  -foo.
m n-fOO

Второе утверждение теоремы доказывается аналогично. Теорема 3 
доказана.

Т е о р е м а  4. Пусть числовые последовательности { х п}, { уп}  и 
{ Zn}  удовлетворяют условию:

3No : Vn >  Л 0̂ хп <Уп <  zn.

Тогда, если { хп} и { гп } сходятся и их пределы равны, то { у „ }  
тоже сходится к тому же пределу.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Н т хп =  с. Возьмем некоторую
n-ю о

окрестность (а; 6) точки с. Тогда

3N i : Vn >  N\ хп Е (а; 6),

а так как и lim zn =  с, то
п-юо

3N2 : Vn >  N 2 zn Е (а; 6),

и поэтому, если N  =  max{JV0; jVj; ЛГ2}, то

Vn >  AT a <  xn < y n <  zn <  b.

Следовательно, для любой заданной окрестности (а; 6) точки с 
существует JV такое, что

Vn >  JV yn G ( a ; 6).

Это и означает, что lim уп =  с. Теорема 4 доказана.
п-юо

Эта теорема называются теоремой о трех последовательностях 
или теоремой о двух полицейских.

2.4. Монотонные последовательности. Из теоремы 1 п.2.1 и из 
примера 1 п.2.2 следует, что если монотонная последовательность 
целых чисел ограничена, то она стационарная и, следовательно, 
имеет конечный предел. Легким обобщением этого утверждения 
является следующая лемма.

Л е м м а  1. Если монотонная последовательность к-значных 
десятичных дробей ограничена, то она стационарная и, следова­
тельно, имеет конечный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f xn}  —  последовательность к- 
значных десятичных дробей. Тогда, очевидно, последовательность 
уп =  xn *10fc, n.E N, — это последовательность целых чисел, причем, 
если { х п}  монотонная и ограниченная, то и {уп} монотонная и 
ограниченная. По теореме 1 п.2.1, { уп}  стационарная, и поэтому 
она имеет предел. Очевидно, последовательность хп =  уп • 10“ *, 
п Е N, тоже стационарная, и поэтому имеет предел, причем если 
{ хп}  монотонно возрастает (убывает), то

xn <  lim х„ (соотв., хп >  lim xn) Vn.
п—юо — п-юо

Лемма 1 доказана.
Сформулируем еще одно очевидное утверждение.
Л е м м а  2. Пусть задана последовательность десятичных дробей 

хп> п Е N, среди которых нет периодических с периодом 9. Тогда, 
если последовательность { х „ }  монотонно возрастает (убывает) , 
то и последовательность их k-х  отрезков уп — (хп)*, п Е N,
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монотонно возрастает (соотв., убывает). Причем, если { х п} 
ограничена, mo и { уп} ограничена.

Теперь сформулируем и докажем одну из фундаментальных те­
орем математического анализа -  теорему о существовании предела 
у монотонной последовательности.

Т е о р е м а  1. Если монотонная последовательность действи­
тельных чисел ограничена, то она имеет конечный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { х п} является 
монотонной и ограниченной. Напомним, что каждое хп — это беско­
нечная десятичная дробь. Будем считать, что среди х\, Х2, . . . ,  хп, ... 
нет периодических дробей с периодом 9. Тогда, в силу леммы 2, для 
любого фиксированного к последовательность конечных fc-значных 
десятичных дробей уп =  (хп)к , п Е N, является монотонной и 
ограниченной, и поэтому (см. лемму 1) она будет стационарной. 
Следовательно, для каждого к существует Nk такое, что

(*п)л =  Po,ai 2̂ .. atk V n >  Nk,

где po — некоторое целое число. Очевидно, последовательность 
N 1, N 2, . . . ,  Nk, Ar/c+i, . . .  монотонно возрастающая, так как если

(-n)* + 1 =  РО» ^ 1а 2 * >Ctk(Xk +1 Vn >  Nk + \,

то и (xn)fc =  pv <*\c>2 .. (*k Vn >  Nk, и поэтому Nk <  Nk+1.
Индукцией по к строится число x =  po, a \02 .. . ctk .. . такое, что

VA: 3N k : V n >  Nk {xn)k =  (ж)*.

Докажем, что lim xn =  x .
n-*oo

Выберем некоторую окрестность O (x ) точки x. He ограничивая 
общности, можно считать, что окрестность О (х) конечная. Пусть 
0 ( х )  =  (а, 6), т.е. а <  х <Ь .

Из неравенств а <  х <  b следует, что существует А: =  А0 такое, 
что ___

( “ ) * .  <  ( * ) * «  <  ( 6) . -/

По построению числа х, существует No такое, что (хп)*0 =  (х )*0 
Vn >  N 0. Следовательно,

а <  (х„)*0 < 6  Vn >  7V0.

Таким образом, для произвольно выбранной окрестности О(х )  
точки х существует номер N  =  No такой, что а <  хп <  6 Vn >  ЛГ. 
Согласно определению предела, это и означает, что lim хп =  х.

t п-юоТеорема 1 доказана.
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Т е о р е м а  2. Если монотонная последовательность действи­
тельных чисел является неограниченной, то она имеет бесконеч­
ный предел. Причем, если эта последовательность возрастает, то 
ее предел равен +оо, а если монотонно убывает, то он равен —оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { х п}  монотонно 
возрастает и является неограниченной. Тогда, в силу неограни­
ченности сверху, для любого числа М  существует пм такое, что 
хпм >  М , а в силу монотонности, отсюда следует, что

хп >  М  Vn >  пм •

А  это и означает, что lim хп =  +оо.
п-юо

Аналогично доказывается, что если {жп} монотонно убывает, то 
lim хп =  —оо. Теорема 2 доказана.П—¥00

Таким образом, справедливо утверждение: Любая монотонная 
последовательность имеет предел, конечный, если она ограничен­
ная, или бесконечный, если она неограниченная.

С л е д с т в и е .  Если последовательность { х „ }  монотонно возра­
стает, (убывает) и lim х =  х, то

П -И »

хп <  х (соотв., хп >  х) Vn.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { х п}  монотонно 
возрастает. Тогда

Vn, Vfc хп <  х„+*.

Отсюда в пределе при к —► оо получаем хп <  х Vn.
Случай монотонно убывающей последовательности рассматрива­

ется аналогично. Следствие доказано.

§ 3. Арифметика действительных чисел
3.1. Лемма о единственности. В этом параграфе построим ариф­

метику действительных чисел, т.е. определим сумму, разность, про­
изведение и частное действительных чисел и докажем их свойства. 
Но прежде всего докажем одну лемму, которую удобно использовать при 
доказательстве свойств арифметических операций.

Л е м м а .  Пусть { гп}  и {Дп}  — последовательности конечных 
десятичных дробей таких, что

гп <  tin Vn, lim (Rn -  г „ ) =  0. (1)
n —f  ОО

Тогда, если числа х и у принадлежат отрезку [г „ ;Л п] при любоs 
п, то х — у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что хотя разность действитель 
ных чисел еще не определена, однако мы считаем, что разнос"
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конечных десятичных дробей уже определена, и поэтому можно 
говорить о пределе разности Rn -  гп в условии ( 1).

Доказывать будем методом от противного. Предположим, что 
х ф у. Пусть, например, х <  у. Тогда

: ( * ) „ „  <  ( У Ц .

и поэтому
гп < х <  (* )  <  (у) < y < R n  Vn.

" —-т»0

Следовательно, Rn — rn >  10” n° Vn, что противоречит условию 
(1), и поэтому наше предположение неверное. Лемма доказана.

3.2. Сумма и разность действительных чисел. Напомним, что 
мы считаем, что сумма и разность для конечных десятичных 
дробей уже определены и известны их свойства. Опираясь на это, 
определим сумму и разность для любых действительных чисел и 
докажем их основные свойства.

О п р е д е л е н и е  1 . Д ля любых действительных чисел а и 6 
предел последовательности

Г»  =  М « + Ш « >  n € N ,  ( 1)

называется суммой чисел а и 6 и обозначается a -f 6.
Очевидно, сумма любых двух действительных чисел а и 6 

существует, так как последовательность ( 1) монотонно возрастает и
ограничена сверху, например, целым числом (а)0 +  (6) 0, и поэтому 
имеет конечный предел.

В определении суммы чисел а и 6 вместо последовательности 
( 1) можно рассматривать последовательность

* »  =  M .  +  ( * L  n€N.  (2)
которая монотонно убывает и ограничена снизу. Ее предел равен 
пределу последовательности Ш . Действительно, если с и с — 
пределы последовательностей ( 1) и (2), соответственно, то, как 
известно,

гп <  с <  с <  R n Vn.

А так как Rn — г„ =  2 • 10~п 0 при п оо, то, в силу леммы о
единственности, с — с. Таким образом,

a -f 6 =  lim ((а ) +  (6) )  =  Н т ( ( а )  +  (6)).
П —f O O  , ' Л  и —ю о

Отсюда, в частности, следует, что сумма любых двух действитель­
ных чисел определена однозначно, хотя числа а и b могут иметь 
неоднозначные представления в виде десятичных дробей.

Из теоремы о пределе промежуточной последовательности сле­
дует, что

а +  Ь =  lim ((а )„  +  (6)„ ) .



О п р е д е л е н и е  2. Для заданного числа а число 6, обладающее 
свойством а+6 =  0, называется противоположным и обозначается —а. 

С в о й с т в а  с л о ж е н и я :
1. а +  0 =  а ( нейтральность нуля) ;
2. a -h6 =  6 -ha (коммутативность);
3. если a <  6, то a +  с <  6 +  с (.монотонность);
4. (а +  6) +  с =  а +  (6 +  с) (ассоциативность);
5. любое действительное число имеет единственное противо­

положное.

Свойства 1 и 2 очевидны. Чтобы доказать свойство 3, будем 
считать, что ни одно из чисел а, 6 и с не является периодической 
десятичной дробью с периодом 9. Тогда

+  (£)„ ^  +  (£)„ Vn-

Отсюда, переходя к пределу при п -*  оо, получаем а +  с <  6 +  с.
Для доказательства свойства 4 заметим, что, в силу свойства 

монотонности суммы, числа (а +  6) +  с и а +  (6 +  с) лежат между 
конечными десятичными дробями

ГП =  (д )п +  +  (с)^» Лп =  (а)п +  (Ь)п +  ( с)п

для любого п. А так как R n — гп =  3 • 10~п -> 0 при п -> оо, то по 
лемме п.3.1 эти числа равны.

Наконец, если а и —а — взаимно противоположные десятичные 
дроби, то (a)n +  (—e)n =0  для любого п, и поэтому а + (—а) =  0, что 
и доказывает существование противоположного у любого действи­
тельного числа. Если теперь предположить, что некоторое число 6 
является противоположным к числу а, то

6 = 6 + 0 = 6+ а +  (—а) =  0 +  (—а) =  —а,

что и доказывает единственность противоположного.
О п р е д е л е н и е  3. Д ля  любых действительных чисел а и 6 

число а +  (—6) называется разностью чисел а и 6 и обозначается 
а — 6.

В конце заметим, что справедливы равенства 

- ( - а )  =  а, - (а  +  6) =  ( - а )  +  (-6 ).

Действительно,

- (а  +  6) =  - ( a  +  b) +  (a +  b ) f  ( - а )  +  ( - 6) =
=  0 + ( - а )  +  ( - 6) =  ( - а ) +  (-&),

что и доказывает второе равенство. Первое равенство доказывается 
аналогично.
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3.3. П рои зведен и е и частное действи тельны х ч и сел . Д ля любых 
действительных чисел а и 6 последовательность

хп =  (я)п(^)п) п Е N, ( 1)

монотонна и ограниченна: если а и 6 одного знака, то она мо­
нотонно возрастает, а если разных знаков, то монотонно убывает. 
Следовательно, для любых а и 6 последовательность ( 1) имеет 
конечный предел.

О п р е д е л е н и е  1. Для любых действительных чисел а и 6 
предел последовательности ( 1) называется произведением чисел а 
и 6 и обозначается ab.

Очевидно, если а =  0 или 6 =  0, то последовательность ( 1) 
постоянная: хп =  0 Vn. Если же а ф 0 и 6 ф 0, то хп =  (М )п(|6|)п, 
когда а и 6 одного знака, и хп =  — (|а|)п(|6|)п, когда а и 6 разных 
знаков.

В определении произведения чисел а и 6 вместо последователь­
ности ( 1) можно рассматривать последовательность, заданную фор­
мулами у =  (|а|)п(|6|)„, если а и 6 одного знака, и у„ =  -(|а|)п(|6|)п, 
если а и 6 разных знаков, которая для любых а и 6 монотон­
ная и ограниченная. Последовательность { уп} монотонно убывает 
и х п <  уп, если а и 6 одного знака, и монотонно возрастает и 
Xfi >  уп, если а и 6 разных знаков. Кроме того,

|уп-х„|=(Н )п (Й )--(М )п (Ш )« =
= ( М Ы Ш ) »  -  (Н )п (Ш )п  +  ( Н Ы Ш ) п  -  ( И М Ш ) "  =

=10-"(Ш)„ + (]а])„ • КГ" < ((Щ)о + (Ы)о) • ю-" - >  о
при п оо. Следовательно,

ab =  lim хп =  lim уп.
n —fOO П -Ю О

Отсюда, в частности, следует, что произведение любых двух дей­
ствительных чисел определено однозначно, хотя эти числа могут 
иметь неоднозначные представления в виде десятичных дробей.

О п р е д е л е н и е  2. Д ля заданного числа а число 6, обладающее 
свойством а6 =  1 , называется обратным и обозначается а” 1.

С в о й с т в а  у м н о ж е н и я :
1. CL* 0 =  0 (поглощение нулем)\
2. а • 1 =  а (нейтральность единицы);
3. ab =  Ьа ( коммутативность);
4. если а <  Ь и с >  0, то ас <  6с, а если а <  6 и с <  0, то 

ас >  6с (монотонность);
5. а(6 +  с) =  аб +  ас (дистрибутивность);
6. а (6с) =  (аб)с (ассоциативность);
7. любое действительное число, отличное от нуля, имеет 

единственное обратное.



Свойства 1, 2 и 3 очевидные. Д ля  доказательства свойства 
4 будем считать, что ни одно из чисел а, 6 и с не является 
периодической десятичной дробью с периодом 9. Тогда, если а <  6 
и с >  0, то

(a)n (c)n <  (fr)n(c)n Vn.

Отсюда, переходя к пределу при п -у  оо, получаем ас <  6с. Случай, 
когда с <  О, рассматривается аналогично.

Доказательство свойства 5 наиболее громоздкое: нужно рассмо­
треть всевозможные комбинации знаков чисел а, 6, с и 6 + с. В 
случае, когда а >  0, 6 >  0, с >  0, из монотонности произведения и 
суммы следует, что числа а (6+ с ) и аб +  ас лежат между конечными 
десятичными дробями

Г"  =  Ш 1*1 + Ш  и Я " =  Ш ( * ) „ + Ш  vn.

Легко показать, что lim ( Rn — rn) =  0. Тогда, в силу леммы о
п-юо

единственности, рассматриваемые числа равны, что и доказывает 
свойство 5 в этом случае. Все другие возможные случаи рассмотреть 
в качестве упражнения.

Из дистрибутивности произведения следует так называемое пра­
вило знаков, т.е. равенства:

а • (—6) =  — (аб), (—а) • (—6) =  аб.

Д  ействите л  ьно,

а • (—6) =  а • (—6) -h 0 =  а • (—6) +  аб — (аб) =

=  а(—6 +  6) -  (аб) =  а • 0 — (аб) =  - (а б ).

Второе равенство доказывается аналогично.
Для доказательства свойства 6 заметим, что для неотрица­

тельных чисел оно доказывается так же, как и свойство 4 для 
сложения, а в других случаях нужно воспользоваться правилами 
знаков. Полное доказательство предлагается провести самостоя­
тельно в качестве упражнения.

В заключение докажем свойство 7. Сначала докажем един­
ственность обратного, т.е. докажем, что из равенств аб =  1 и ас =  1 
следует равенство б =  с. Действительно,

6 =  6-1 =  6(ас) =  (6а)с =  1 • с =  с.

Теперь докажем существование обратного. Пусть а >  0. Выбе­
рем целое /?0 > 0  так, чтобы

a Pq <  I <  а • (/?о +  1),

а затем первый десятичный знак /3\ так, чтобы 

а ' /?о» Р\ <  1 <  а • (Аь 01 +  Ю *),
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и т.д. По индукции строится число 6 = /Зэ,/?х/?2 ••■/?»!•• • такое, что

а • (6)^ <  1 <  а • (6)n Vn.

Положим гп =  (а )^ (6)^ , R n =  {a)n(b)n. Очевидно, что 

rn <  1 <  Rn , гп <аЬ  <  Rn Vn

и lim (R n — rn) =  0. Следовательно, числа 1 и ab удовлетворяют
п —► оо

всем условиям леммы о единственности, и поэтому ab =  1.
Случай а <  0 рассмотреть в качестве упражнения. 
О п р е д е л е н и е  3. Для любого действительного числа а и 

любого числа 6 ^ 0  число а -б ”"1 называется частным от деления
а на 6 и обозначается -  или а : Ь.

о
Легко доказать, что

(—а)~1 =  —(а-1 ), (а - 1) _ 1 = а ,  а~1Ь~1 =  (a b )"1.
Например,

( _ a ) - i = ( - a ) - M  =  (-a)\-1 а - 1 =

=  ( - а ) " 1 • ( - а )  • ( - ( а " 1)) =  1 • ( - ( « Г 1)) =  - ( а " 1).

Другие равенства доказываются аналогично. Предлагается до­
казать их в качестве упражнения.

Из доказанных свойств сложения и умножения легко выводятся
известные правила сложения, вычитания, умножения и деления 

а
дробей -г*, где а, 6 — действительные числа. 

о
Доказать эти правила в качестве упражнения.

3.4. Степени с целыми показателями. Напомним, что степень ар 
с целым показателем р определяется следующим образом: 

если р =  n G N, то ар =  а • а ... а;
п

если р =  —п и аф  0, то ар =  (а-1)п; 
если р =  0 и аф  0, то ар =  1.

Так как ап • а“ п =  ап * (а-1 ) ” =  (а • а-"1)” =  1, то а~п =  (а” )"*1. 
Таким образом,

а -п =  (а“ 1)п =  (ап) “ 1.

Т е о р е м а .  Пусть а и Ь — положительные действительные 
числа, а р и q — целые числа. Тогда:

1. (аЬ)р = а рЫ>)
2. a ' a* =  a*+*;
3. (a*)« =  аР9;
4. если а >  1 и р <  q, то ар <  aq\

если а <  1 и р <  q, то ар >  ач\
5. если а <  6 и р >  0, то а? <ЪР\

если а <  6 и р <  0, т о  ар >  6я.

2 — 1402
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для р >  О и q >  0 все свойства степеней 
следуют непосредственно из определения степени и соответствующих 
свойств умножения. Рассмотрим другие случаи.

Если р =  — п, п G N, то

{аЬ)р =  ( (а б )-1)"  =  (а " 1 • б^1)” =  (а” 1) ” ■ (б "1)"  =  а 'V ,

и, следовательно, свойство 1 доказано.
Если р =  —n, q =  т, п >  О, т >  0, то

( а ' ) ’  =  ( ( а - 1 ) " ) ”* =  ( а - 1) " ”1 =  а ” .

Если, кроме того, т  >  п, то

а? ая =  (а-1 )п • а" • ат~п =  аш“ п =  ар+я

и, следовательно, свойства 2 и 3 для таких р и q доказаны. Другие 
случаи рассматриваются аналогично.

Свойства 4 и 5 почти очевидные. Действительно, если, на­
пример, а >  1, р <  q} р =  —n, q — —m, то а-1 <  1 , п >  т и, 
следовательно,

ар =  (а “ 1)п <  (а^1)ш =  ая.

Теорема доказана.

3.5. Неравенство Бернулли и число е. Сначала докажем, что 
для любого а >  — 1 справедливо неравенство

(1 +  а )п > 1  +  пв Vn G N. (1)

Оно называется неравенством Бернулли.
Доказывать будем методом математической индукции. Для 

п =  1 неравенство (1) очевидно. Покажем, что если оно верно 
для некоторого п, то оно верно и для n +  1. Действительно, если 
(1 +  a )n >  1 +  па и 1 +  а >  0, то

(1 + a)n+1 =  (1 +  <*)n(l -f а) > (1 +  па)(1 +  а) > 1 + (n +  1)а.

Следовательно, неравенство ( 1) справедливо для любого п Е N. 
Заметим, что* для п > 1  и а ^  О, а >  —1, справедливо строгое 
неравенство:

(1 +  a )n >  1 +  па.

П р и м е р  1. Доказать, что если а >  1, то lim ап =  +оо.
пчоо

Решение .  Положим а — 1 =  а. Тогда а >  О, а =  1 И- а и 

ап =  (1 +  а )п >  1 +  па Vn G N, 

а так как lim па =  +оо, то и lim ап =  +оо.
П -tO O  n - fO O



Рассмотрим теперь последовательность

* „ = ( i  +  i ) n+\  п е т .  (2)

Она ограничена снизу, так как х п >  1 , и монотонно убывает. 
Действительно,
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Хп — 1 
Хп

(  П у  , _ п _ у + '  =  / п2 \ n+1 
\ n - l )  \ п -f l /  \п2 -  1/

п — I 
п

п — 1 
п

1 Y+1
n * - l )

Отсюда, применяя неравенство Бернулли, получаем:

х п- 1 п -  1 
хп п

=  1.

Следовательно, последовательность (2) имеет конечный предел.
Предел последовательности (2) называется числом е.
Из формулы (2) следует, что 1 <  е <  4. Более точные вычисле­

ния показывают, что е «  2,71828)8284590. Доказывается, что число 
е иррациональное.

Число е в математике играет особую роль. Оно, в частности, 
является основанием натуральных логарифмов.

§ 4. Предел суммы, разности, 
произведения и частного

4.1. е-окрестности. До сих пор, пока не были определены сумма 
и разность действительных чисел, при определении предела мы 
пользовались произвольными окрестностями точки. Однако во 
многих случаях удобнее работать с симметричными окрестностями, 
когда рассматриваемая точка является серединой окрестности.

О п р е д е л е н и е .  Любой интервал вида (жо — £;яо +  е), где е >  0, 
называется е-окрестностью точки хо и обозначается Ое(х 0).

Л е м м а .  Число xq является пределом последовательности { х п} 
тогда и только тогда, когда выполняется условие:

Ve >  0 3N t : Vn >  N t х п е О е{х0). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если xq —  предел последовательности 
{ х „ } ,  то, очевидно, выполняется и условие ( 1), так как е-окрестность 
есть частный вид окрестности.

Наоборот, пусть выполняется условие (1), и пусть (а; 6) — 
некоторая окрестность точки жо, т е - а <  хо <  Ь. Положим

2*
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е =  m in {io — а; 6 — *о}- Тогда, в силу условия (1), существует N  
такое, что

Vn >  N  хп е Ое(х 0) С (а ;6).

Так как (а; 6) — произвольная окрестность точки хо, то, следова­
тельно, lim хп =  хо. Лемма доказана.

п—юо
Заметим, что условие ( 1) часто записывают так:

Уб >  0 3Ne : Vп >  N e |х„ -  х0| <  б, (2)

и во многих учебниках это условие является основой определе­
ния предела последовательности. А именно, часто дается такое 
определение:

Число хо называется пределом последовательности { х п}, если 
выполняется условие (2).

Следует отметить, что это определение является корректным, 
если сумма и разность действительных чисел определены без ис­
пользования предела последовательности.

4.2. Бесконечно малые последовательности и их свойства. Пре­
жде всего докажем одно простое, но полезное утверждение, которое 
указывает на особую роль последовательностей, сходящихся к нулю. 

Л е м м а  1. Для того чтобы lim ап — а} необходимо и доста-
п-юо

точно, чтобы для ап выполнялось условие:

а„ =  а +  а „  и lim а„  =  0. ( 1)
п-юо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если lim а„ =  а, то, положив ап =  ап — а,
п-юо

видим, что ап =  а - ап и, в силу леммы из п.4.1, выполняется 
условие:

У б > 0  3N e : Vn >  N e \ап\ =  \ап -  а\ <  б, (2)

и поэтому lim ап =  0.
п-юо

Наоборот, если выполняется условие (1), то выполняется условие 
(2), и поэтому lim ап =  а. Лемма 1 доказана.

п-юо
О п р е д е л е н и е  1. Любая последовательность, сходящаяся к 

нулю, называется бесконечно малой.
Очевидно, последовательность { а п}  бесконечно малая тогда и 

только тогда, когда последовательность хп =  |an|, п Е N, бесконечно 
малая.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть заданы две числовые последователь­
ности { ап} и {Ьп}> Тогда последовательности с n-ми членами

Хп ап 4- Ьщ Уп — ап n̂ j
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называются соответственно суммой, разностью, произведением и 
частным данных последовательностей и обозначаются {а п +  6п},

{О п -Ь п }, {<*„&„},

Л е м м а  2. Сумма ( и разность) двух бесконечно малых после- 
довательностей есть бесконечно малая последовательность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { а п}  и {/?п}  — бесконечно малые. 
Тогда

Ve >  О 3N'C : Vn >  N1 |а„| <

3 N "  Vp> ЛГ" Щ  <

Поэтому, если Ne =  max{A^; N " ) ,  то

Vn >  Ne \ап ±  рп\ <  |ап| +  \0п\ <  е.

Следовательно, lim (а п ±  /Зп) =  0. Лемма 2 доказана.
п-юо

Л е м м а  3. Произведение бесконечно малой последовательности 
на ограниченную последовательность есть бесконечно малая после­
довательность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { а п}  — бесконечно малая, а { 6П} — 
ограниченная. Тогда

3М  : Vn |6n| <  М,

Ve >  0 3 N t : Vn >  Ne \an\ < — L - ,
~  M  +  1

и поэтому
Vn >  N e |ап6п| <  М  - £ -■ <  е.

М +  1

Следовательно, lim (<*n6n) =  0. Лемма 3 доказана.
п-юо

С л е д с т в и е .  Произведение двух бесконечно малых последова­
тельностей есть бесконечно малая последовательность.

Таким образом, сумма, разность и произведение бесконечно 
малых последовательностей есть бесконечно малая последователь­
ность. Однако частное бесконечна малых последовательностей 
может быть любой последовательностью.

О п р е д е л е н и е  3. Последовательность { ап}  называется беско­
нечно большой, если lim \ап \ =  +оо. В этом случае иногда пишут
. • п-юоlim а„ — оо.

П -Ю О

Очевидно, если последовательность { ап}  имеет бесконечный 
предел +оо или — оо, то она бесконечно большая. Обратное 
утверждение является неверным. Например, последовательность
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агг» =  (—1 )пПу п Е N, бесконечно большая, но не имеет предела, ни 
конечного, ни бесконечного.

Т е о р е м а .  Последовательность { а п}, У которой ап ф О Vn, 
является бесконечно малой тогда и только тогда, когда последо­

вательность хп =  —  , n G N, бесконечно большая.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если { а п} бесконечно малая, то для лю­
бого М  >  О, полагая е =  1/М, имеем:

3 N :  Vn >  ЛГ |а„| <  1 . ,  j- Ц  >  М,
М  \ап\

и поэтому lim
п-юо

JL_ =  + 00 . Очевидно, и наоборот. Теорема

доказана.
Заметим, что сумма, разность и частное двух бесконечно боль­

ших последовательностей может быть любой последовательностью. 
Можно лишь утверждать, что произведение бесконечно больших 
последовательностей есть бесконечно большая последовательность.

4.3. Предел суммы, разности и произведения. На основе свойств 
бесконечно малых последовательностей легко доказываются свой­
ства пределов, связанных с арифметическими операциями.

Т е о р е м а  1. Если последовательности { ап} и { 6П} сходятся, 
то их сумма, разность и произведение тоже сходятся и предел 
суммы равен сумме пределов, предел разности равен разности 
пределов, предел произведения равен произведению пределов, т.е.

lim (ап ±  Ьп) =  lim ап ±  lim 6П,
п-ю о n -ю О П-ЮО

lim anbn =  lim an • lim 6n.
П-+ОО П—fOO n—¥00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

lim an — a, lim bn ~  b.
n—► OO П-ЮО

Тогда, в силу леммы 1 из п.4.2,

an =  a +  a n, ftn =  & +  /?„, 

где {а п} и {/?„} бесконечно малые. Поэтому 

an ± b n =  (a ± b )  +  (a n ±  /?п),

anbn =  ab +  (a/?n +  6a „ +  а п/?п),

где последовательности {a n±/?„} и {а/Зп +Ь ап +  апРп}, в силу лемм 
2 и 3 из п.4.2, бесконечно малые. Отсюда и из леммы 1 п.4.2 
следует, что

lim (an ±  bn) =  а ±  6, lim anbn — ab.
п—ЮО П—ЮО

Теорема доказана.
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Отметим, что доказанная теорема справедлива лишь для по­
следовательностей, которые имеют конечные пределы. Если же 
хотя бы одна из последовательностей { ап}, {Ьп} не имеет предела 
или имеет бесконечный предел, то утверждения теоремы в общем 
случае являются неверными.

4.4. Предел модуля и предел частного. Сначала рассмотрим 
предел модуля.

Т е о р е м а  1. Если lim 6П =  6, то Нш \Ьп\ =  161.
пчоо п-юо

Доказательство следует из неравенства
IIM -HI<|6n-6|.

Обратное утверждение является неверным. Например, последо­
вательность хп =  (—l ) n, п Е N , не имеет предела, а последователь­
ность {|хп|} постоянная: |xn| =  1 Vn.

Л е м м а .  Если последовательность { 6П} ; у которой Ьп ф О Vn,

сходится к b ф 0, то последовательность ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 1 следует, что lim |6П| =  |6|.
п-»оо

Поэтому существует N  такое, что

V » > N  |».|>И  те. | ц < ^ | .

(Следовательно,

<  max
{ м ’' " ’ 1Ы’ н }  Vn'

Лемма доказана.
Т е о р е м а  2. Если последовательности { ап} и { 6„ }  сходятся 

к, кроме того, Ьп ф 0 Vn и предел { 6П}  отличен от нуля, то

последовательност ь {&} сходится и

a ,im а«Г _  — п~*°°
гЛ™  ь п  ~  lim  Ь п  ’

п —► оо
т.е. предел частного равен частному пределов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
lim ап =  а,

П —ЮО
lim bn =  6.п-+оо

Тогда а„ =  а +  ап, 6„ =  6 +  /3„, где а„ 
поэтому

О, рп -> 0 при п -¥  оо, и

а„ а

Ьп б - 7 " ’

где тп = anb -  a(jn
ь п ь

О при п —> оо.

Следовательно, lim 7^ =  7 . Теорема 2 доказана. 
П-+СО Ьп Ь
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П р и м е р  1. Найти предел последовательности

хп
п2 +  п — 13 
2п2 — п 4- 1 *

п € N.

Решение .  Последовательность { х п} есть частное последова­
тельностей tin =  п2 +  п — 13 и vn =  2п2 — n +  1, n Е N, однако здесь 
нельзя применить теорему о пределе частного, так как последо­
вательности {нп} и { v „ }  не имеют конечных пределов. Чтобы 
применить эту теорему, преобразуем формулу, задающую хп, а 
именно, числитель и знаменатель разделим на п2. Тогда

lim хп
п—юо

lim
п—юо

lim
п—юо

1_
2*

П р и м е р  2. Найти предел последовательности

Уп = MEN.

Решение .  Последовательность { т/л } несколько отличается от 
последовательности

*П =  ( l  +  + , П 6 N,

рассмотренной в н.3.5. Там- было показано, что она монотонно 
убывает и имеет конечный предел, который был назван числом с. 
Из теоремы о пределе частного следует, что

lim хп
п—юо _

п->оо \ п )

Покажем еще, что последовательность {уп} монотонно возра­
стает. Для этого рассмотрим отношение

lim уп =  lim — ^Ц- =
п—юо п—юо  ̂ 1

п
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Следовательно,

1 + n) < е < f1 + n) Vn € N,

§ 5. Степени и логарифмы
5.1. Степени с рациональными показателями. Прежде всего да­

дим определение арифметического корня n-й степени и докажем 
его существование и единственность у любого неотрицательного 
действительного числа.

О п р е д е л е н и е  1. Для любого числа а >  0 и любого п £ N 
число х >  0 такое, что хп =  а, называется арифметическим корнем 
n-й степени из а и обозначается \/а или ах̂ п.

Т е о р е м а  1. У  любого неотрицательного числа существует, и 
только один арифметический корень n-Й степени. Причем, если 
О <  а <  6, то \/а <  Vb, т.е. арифметический корень n-Й степени 
обладает свойством монотонности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем единственность. Пред­
положим, что есть число а >  0, у которого два арифметических 
корня n-й степени xi и хг, причем, например, Х\ <  хг. Тогда 
хп\ <  х2, что противоречит тому, что х " =  а =  х$. Следователь­
но, наше предположение неверное. Аналогично доказывается и 
свойство монотонности.

Теперь докажем существование корня n-й степени из а >  0. 
Сначала найдем целое Ро >  0 такое, что Р% <  а <  {Ро 4- 1)п, затем 
цифру Р\ такую, что

( Л , Л ) п < а < ( А . А  + 10-1)’'
и т.д. По индукции построим число 6 =  Ро,Р\р2 • • • > удовлетворяю­
щее неравенствам:

( (& )"<  « < ( Ш П v*.
Отсюда в пределе при А: —> оо получаем, что а =  6П, т.е. 6 — 
корень n-й степени из а. Теорема 1 доказана.

О п р е д е л е н и е  2 Для любого действительного числа а >  0 и 
любого рационального числа г =  р/n, где р целое, а п натуральное, 
число ( \ fa f называется степенью числа а с показателем г  и 
обозначается аг .

Очевидно, что неотрицательное число { \/а}р является корнем 
n-й степени из ар, и поэтому, если г =  р/п, то

ar =  ( t f a f  =  VaP.
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Т е о р е м а  2. Пусть а и Ь — положительные действительные 
числа, а х и у — произвольные рациональные числа. Тогда:

1. (аЬ)х = а хЬх\
2. ах+у =  ах ау;
3. (ах)У =  аху;
4. если а >  1 и х <  у, то ах <  ау;

если а <  1 и х <  у, т о  ах >  ау;
5. если а <  6 и ж >  0, то ах <  6х;

если а <  6 и х <  0, т о  ах >  Ьх .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х =  —. Тогда из свойств степеней с
п

целыми показателями следует, что числа (ab)x и ахЬх - это корни 
n-й степени из apbq, и поэтому равны.

п
Пусть, кроме того, у =  — . Тогда, очевидно, числа ах+у и

т
ах ау — это корни mn-й степени из amp+nq и поэтому они равны. 
Аналогично доказывается и свойство 3.

р  q
Если а >  1 , х <  у, х =  —, у =  — , то rnp <  nq и атр <

п т
<  ап<*. А так как ах и ау — это корни mn-й степени из атр 
и anq, соответственно, то, в силу свойства монотонности корня, 
ах <  ау. Аналогично доказываются и другие свойства степеней с 
рациональными показателями. Теорема 2 доказана.

Пр имер .  Доказать, что Нш >/5= 1 Va >  0.
п-юо

Решение .  Если а >  1, то и у/а >  1 . Положим ап =  у/а— 1 и 
оценим a n с помощью неравенства Бернулли:

a =  (1 +  a „ )n >  1 +  nan, a n <  “—
 ̂ n

Следовательно, lim yfa =  lim ( 1 -|-Qn) =  1 . Если же 0 <  a <  1, то
n-M X> n - fO O

6 =  1/a >  1 и lim v/a =  lim (1 / Vb) =  1 .
П —► OO П -И Х )

5.2. Степени с действительными показателями. Из свойств сте­
пеней с рациональными показателями следует, что для любого дей­
ствительного числа х и любого а >  0 последовательность {а— п} 
ограниченная и монотонная: она монотонно возрастает, если а >  1 , 
и монотонно убывает, если 0 <  а <  1. Следовательно, для любого 
х G К и любого а >  0 эта последовательность имеет конечный 
предел.

О п р е д е л е н и е .  Для любого действительного числа х и любого
а >  0 предел последовательности {а— » }  называется степенью числа 
а с показателем х и обозначается ах .

Для любого х >  0 положим 0х =  0.
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Таким образом, по определению,

ах =  lim а— «.
п—юо

Рассмотрим еще последовательность {а^х^ } .  Она всегда ограни­
ченная и монотонная: монотонно убывает, если а >  1, и монотонно 
возрастает, если 0 <  а <  1. Кроме того,

lim а ^ л =  lim а— п • Н т 10у/а =  ах ,
П—ЮО П—¥00 П—¥00

гак как последний предел равен 1 (см. пример из п.5 Л ). Следова­
тельно, если а >  1, то

а— п <  ах <  а ^ п Vn,

а если 0 <  а <  1 , то

а— * >  аг >  а(1)» Vn.

Т е о р е м а .  Пусть а и Ь — положительные действительные 
числа, а х и у — произвольные действительные числа. Тогда:

1. {аЬ)х = а х Ьх ]
2. если а >  1 и х <  у, то ах <  ау \

если а <  1 и х <  у, то ах >  ау;
3. ах+у - а х ау\
4. (а * )у =  аху\
5. если а < b и х >  0, то ах <  Ьх\

если а <  6 и х <  0, то ах >  Ьх .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Из свойств степеней с рациональными 

показателями и теоремы о пределе произведения следует, что

(аЬ)х =  lim (аб)— n =  lim а— пЬ— п =  ах • 6х.
п—юо п—юо

2. Если х <  у, то Зп : (х )п <  (у) . Тогда, если а >  1 , то для 
указанного п справедливы неравенства

ах <  а ^ л <  а— п <  ау.

Аналогично доказывается и второе утверждение.
3. Если а >  1, то в силу свойства 2 имеем

а— п а— п <  ах+у <  а̂ х п̂а̂ у л̂ .

Отсюда в пределе при п —► оо получаем равенство

ах+у =  ах ау.



Случай, когда 0 <  а <  1, рассматривается аналогично.
4. Пусть а >  1 , х >  О, у >  0. Положим

Гп =  ’ a .  =  ( * ) „  Ы п •

Очевидно, числа гп и Rn рациональные, гп <  Rn и 

Rn -  rn =  Щ п • 1( Г П +  1( Г п(у ^  <  р • 1( Г П,

где (х )0 +  (у )0. Числа аху и (ах)у лежат между числами аГп и 
aRn для любого n £ N, и поэтому

\аху -  (ах)у| <  ай* -  аг" =  аГл(айл" Гл -  1) <  а Ц а ^ п -  1) Vn.

А так как lim loy/aP =  1, то аху =  (ах)у.
пчоо

Другие случаи рассматриваются аналогично.

5. Если а <  6 и х >  0, то a— n <  Vn, и поэтому ах <  Ьх.

Равенство невозможно, так как если ах =  6х, то (ах) 1/х =  (Ьх) х!х, 
т.е. а =  6, что противоречит условию.

Второе утверждение доказывается аналогично.
Теорема доказана.

5.3. Логарифмы. Сначала напомним определение логарифма чи­
сла по данному основанию.

О п р е д е л е н и е .  Пусть 6 >  0 и 6 ф 1. Тогда для любого числа 
а >  0 число с такое, что 6е =  а, называется логарифмом числа а 
по основанию b и обозначается log^a.

Таким образом, по определению,

61о« ‘ в =  а.

Т е о р е м а .  Если Ь >  0 и b ф 1, то у любого числа а >  О 
существует единственный логарифм по основанию Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из свойства2 степеней (см. теорему 2 п.5.2) 
следует, что если 6Cl =  6Сз, где 6 >  0 и 6 ф 1, то с\ =  С2- Сле­
довательно, если log6a существует, то он единственный. Докажем 
существование логарифма.

Пусть 6 >  1 и а >  1 . Подбором найдем целое число 7о >  О 
такое, что

67° <  a <  Г 0+1.

Такое число существует, так как 6° =  1 <  а и lim Ьп =  +оо. Далее
п-*оо

найдем цифру 7 i такую, что

Ь-ю.-п < а <  б-гол.+ю"1
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и т.д. Г1о индукции строим число c =  7 o , 7 i 72  -- такое, что

Ь— п <  а <  6̂ *  Vn.

Отсюда в пределе при п оо получаем равенство а =  6е. Следо­
вательно, с =  log6 а.

Другие возможные случаи сводятся к рассмотренному. Например, 
если 6 >  1 и 0 <  а <  1 , то, как и выше, строим число с такое, что

Ь— п <  а 1 <  Ь ^ п Vn.

Тогда а 1 =  6е, а =  6 с, т.е. log6 а =  —с. Теорема доказана.
Пусть число &i такое, что 6i >  0 и 6i ф 1. Тогда если а >  0, то

а -=  а.

С другой стороны, если 6 > 0  и 6 ^ 1, то &log*61 =  6Ь и поэтому 
6logl>bl iogbi а __ а  ̂ т е Jogь а =  log^fci ♦ log6l а. Отсюда получается
формула перехода к новому основанию:

b g6l а = bgb fl
log6bi

В частности, logi/6 а =  -  logb а.
Легко видеть, что все основные свойства логарифмов являются 

непосредственными следствиями соответствующих свойств степеней.

§ 6. Принщш вложенных отрезков, теорема 
Больцано-Вейерштрасса и критерий Коши

6.1 . Пришит вложенных отрезков. Аналогично определению 
числовой последовательности можно определить последовательности 
элементов произвольной природы: точек на плоскости, точек в
пространстве, числовых интервалов, отрезков и т.д. Например, 
если имеется правило, которое каждому натуральному числу п 
ставит в соответствие некоторый отрезок [ап; 6п], то говорят, что 
задана последовательность отрезков

[an;6n], п е  N. (1)

Пара, состоящая из номера п и соответствующего ему отрезка 
[яп;М» называется элементом последовательности (1). Следова­
тельно, любая последовательность отрезков имеет бесконечно много 
элементов.

О п р е д е л е н и е  1. Последовательность отрезков [an; 6n], п Е N, 
называется последовательностью вложенных отрезков, если

[an+, ; 6n+i] С [а„;Ь„] Vn € N. (2)
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Т е о р е м а  1. У  любой последовательности вложенных отрезков 
действительной прямой существует хотя бы одна общая тонка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если последовательность ( 1) является по­
следовательностью вложенных отрезков, т.е. для нее выполняется 
условие (2), то последовательность левых концов {ап}  монотонно 
возрастает, а последовательность правых концов { 6П} монотонно 
убывает, причем обе они ограничены. Следовательно, они имеют 
конечные пределы. Пусть

lim ап =  a, lim bn =  Ь.
п-*оо п-юо

'Горда а <  6, так как ап <  bn Vn, и

ап < а  < Ь  < Ь п Vn. (3)

Отсюда следует, что все точки отрезка [а; 6] являются общими для 
отрезков последовательности ( 1). Теорема 1 доказана.

Заметим, что у последовательности вложенных интервалов мо­
жет не быть ни одной общей точки. Например, последователь­
ность интервалов (0; 1/n), n Е N, является вложенной, так как 
(0; 1 /(гг-f-1)) С (0; 1 /п) Vn, однако у них нет ни одной общей точки. 
Действительно, никакое число с <  0 не принадлежит ни одному 
интервалу (0; 1 /п). Если же с >  0, то существует N  такое, что 
1 /п <  с Чп >  N ) и поэтому число с не принадлежит ни одному 
интервалу (0; 1 /п), у которого n > N .

Доказанная теорема называется принципом вложенных отрезков 
Кантора или теоремой Кантора о вложенных отрезках.

О п р е д е л е н и е  2. Последовательность вложенных отрезков на­
зывается стягивающейся, если последовательность длин этих от­
резков сходится к нулю.

Т е о р е м а  2. Любая последовательность стягивающихся от­
резков действительной прямой имеет единственную общую точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность отрезков (1) стя­
гивающаяся. При доказательстве теоремы 1 был построен отрезок 
[а; 6], удовлетворяющий условию (3), и поэтому все его точки при­
надлежат и любому отрезку [ап\Ьп]. Вне отрезка [а ;6] нет точек, 
которые принадлежат всем отрезкам последовательности ( 1). Дей­
ствительно, если, например, с <  а, то существует N  такое, что 
ап >  с Vn >  AT, и поэтому точка с не принадлежит отрезкам 
[вп;&п]> У которых n > N .  Из неравенств (3) следует, что

0 < b - a < b n - a n Vn.

А так как последовательность отрезков [ап]Ьп] стягивающаяся, т.е. 
lim (bn — а„) =  0, то а =  6. Следовательно, данная последователь-

п—юо
ность отрезков имеет одну общую точку. Теорема 2 доказана. 

Теорему 2 можно сформулировать следующим образом:
Любая последовательность стягивающихся отрезков стягива­

ется к некоторой точке.
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Это свойство множества R действительных чисел называется 
аксиомой непрерывности Кантора.

Заметим, что множество Q рациональных чисел не обладает 
свойством непрерывности в смысле Кантора. Например, если ап 
и Ьп - - n-е десятичные приближения числа л/2, то, как известно, 
{ ап} монотонно возрастает, { 6П} монотонно убывает, ап <  у/2 <  6П 
Vn и

lim ап — Нш Ьп =  \/2.
п—too п—юо

Следовательно, последовательность отрезков [an; 6n], п Е N, явля­
ется стягивающейся, в множестве R действительных чисел имеет 
одну общую точку \/2, а в множестве Q рациональных чисел не 
имеет общих точек.

6.2. Теорема Больидно-Вейерштрасса. В § 2 доказано, что всякая 
сходящаяся последовательность ограничена. Обратное утверждение 
является неверным. Например, последовательность х п =  (— l ) n, п Е 
Е N, ограничена, но не имеет предела. Однако справедли­
ва следующая теорема, которая называется теоремой Больцано- 
Вейерштрасса.

Т е о р е м а  1. У  любой ограниченной последовательности суще­
ствует сходящаяся подпоследовательность.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { яп} ограниче­
на, т.е. существуют числа а и b такие, что а <  <  6 Vn. Точкой
с0 =  (а +  6)/2 отрезок [а; 6] разделим на два равных по длине 
отрезка [а;со] и [со,Ь]. Хотя бы один из них содержит значения 
бесконечного множества элементов последовательности { яп}. Через 
[ai;&i] обозначим отрезок [со; 6], если он содержит значения бес­
конечного множества элементов последовательности, в противном 
случае через [aj;&i] обозначим отрезок [а;со]. Отрезок [a i; 61] точкой 
d  =  (ai4-&i)/2 снова разделим на два отрезка [ai;ci] и [ci;fti], и 
через [а2\Ьъ] обозначим отрезок [с\\Ь\], если он содержит значения 
бесконечного множества элементов последовательности { яп}, и отре­
зок [ar,ci] в противном случае. Таким образом, делением пополам, 
строится последовательность вложенных отрезков [а*;&*], k Е N, 
каждый из которых содержит значения бесконечного множества 
членов последовательности { яп}, причем

lim (bk — a*) =  lim
к-* oo к—too

b -  a =  0.

Следовательно (см. теорему 2 из п.5.1), эти отрезки имеют одну 
общую точку

с =  lim a* — lim &*.
fc—►оо к-+оо
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Построим подпоследовательность { z nfc} следующим образом:

*П, € [ar.bi];

хПз € [а2;б2]> п7 >  Щ \

хПк € пк >  «k_i ;

хпк+1 G [а*+Г,6*+1], Пк+1 >  Пк

Так как а* <  хПк <  bk Vfc, то из теоремы о трех последователь­
ностях следует, что Иш хПк =  с. Теорема 1 доказана.

к-too
О п р е д е л е н и е .  Предел любой подпоследовательности данной 

последовательности называется частичным пределом этой последо­
вательности.

Теперь теорему Больцано-Вейерштрасса можно сформулировать 
следующим образом:

Любая ограниченная последовательность имеет хотя бы один 
частичный предел.

О п р е д е л е н и е  2. Наибольший (наименьший) частичный предел 
последовательности { я п}  называется ее верхним (нижним) пределом
и обозначается ___

lim хп (соотв., ]jm жп).
»-*«> п-юо

Т е о р е м а  2. Любая ограниченная последовательность имеет 
как верхний, так и нижний пределы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {x nfc}  —  подпоследовательность, по­
строенная при доказательстве теоремы 1. Из построения следует, 
что предел этой подпоследовательности является наибольшим ча­
стичным пределом последовательности { х п}, т.е.

с =  lim хп.
n—too

Действительно, так как lim bk =  с, то для любого с' >  сn-too
существует kf такое, что &*/ <  с7, а по построению в интервале 
(6*/;+оо) могут быть значения лишь конечного числа элементов 
последовательности { х п}. Следовательно, никакое число & >  с не 
может быть частичным пределом. Теорема для верхнего предела 
доказана.

Чтобы доказать существование нижнего предела последователь­
ности { х п}, нужно через [а*;Ь*] обозначать тот из двух отрезков (см. 
доказательство теоремы 1), который содержит значения бесконеч­
ного множества элементов данной последовательности, а интервал 
(—оо;а*) содержит значения лишь конечного числа ее элементов. 
Теорема 2 доказана.
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Т е о р е м а  3. Любая числовая последовательность имеет хотя 
бы один частичный предел, конечный или бесконечный.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если последовательность ограничена, то 
см. теорему 1 . Если последовательность { х п} является неогра­
ниченной сверху, то для любого числа М  существует бесконечное 
множество ее элементов, значения которых больше М , так как 
иначе эта последовательность была бы ограничена сверху.

Построим подпоследовательность { хп*}  следующим образом:

>  1;

*П7 >  2, п2 >гц ;

Xnk >  Пк >  пк — li

Очевидно, что Нш х Пк =  -f оо.
к —to o

Если последовательность { х п}  является неограниченной снизу, 
то аналогичным образом строится подпоследовательность { х п*} ,  у 
которой хПк <  —к Vfc и, следовательно, lim хПк =  -оо. Теорема 3

к-* оо
доказана.

С л е д с т в и е .  Если последовательность { х п} является неогра­
ниченной сверху, то lim хп =  +оо. Если же она является неогра-

П —ЮО

ничейной снизу, то lim хп — —оо.
П —ЮО

Очевидно, верны и обратные утверждения. Сделаем еще одно 
полезное замечание.

Из теоремы 4 п.2.2 следует, что если последовательность { х п} 
имеет предел (конечный или бесконечный), то

lim хп =  lim хп — lim хп.
П -+ОО n -¥ 0 0  П -Ю О

Верно и обратное утверждение:
Если lim хп =  lim хп =  xq, то lim хп — xq.

П-ЧОО п -¥ о о  п -ю о

Действительно, так как точка хо является единственным ча­
стичным пределом последовательности { х п}, то вне любой окрест­
ности О (х 0) точки хо содержатся значения лишь конечного числа 
элементов этой последовательности, т.е.

VO(x0) 3N : Ч п >  N  х„ € О (х0),

а это и означает, что хп —► хо при п —> оо.

6.3. Критерий Коши. В этом пункте докажем один общий кри­
терий сходимости последовательности, в формулировке которого 
используются только элементы самой последовательности.
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Л е м м а .  Если последовательность { х п} сходится, то она удо­
влетворяет условию:

Ve >  О 3Ne : 4 n > N e, Vm > N e |xn —xm|<£.  (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim xn =  x0. Тогда для любого
П -Ю О

e >  0 существует N e такое, что

Vn >  N e |in - r 0| < | -

Отсюда следует, что если п >  N € и т >  N e, то

6 е
|*„ -  *т \ <  - Io |  +  ко -  Iml <  2 +  2 =  £- 

Лемма доказана.
Условие (1) называется условием Коши. Последовательность, 

удовлетворяющая условию Коши, называется фундаментальной или 
сходящейся в себе.

Т е о р е м а .  Если последовательность действительных чисел 
удовлетворяет условию Коши, то она имеет конечный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего докажем, что если последо­
вательность { х п} удовлетворяет условию Коши, то она ограничена.

В условии Коши (1) положим е =  1 и т =  N\. Тогда Vn > N\
|хп — xjvjI <  1, т.е. x Nl — 1 <  xn <  x^j +  1. Если теперь через а 
и 6 обозначим наименьшее и наибольшее из чисел х \, . . . ,  x,vt , х ^ х — 1, 
хдг, +  1, то, очевидно, а <  хп <  6 Vn.

Таким образом, последовательность { х п}, удовлетворяющая 
условию Коши, ограничена. По теореме Больцано Вейерштрасса 
у нее есть сходящаяся подпоследовательность { x nfc}. Пусть 
lim х„. =  х0. Докажем, что ~lim хп =  х0.

k—too n—too
Зададим некоторое е >  0. Тогда

3N€ : Vn,т >  N e |xn - x m| < | ,

ЗКе : Vfc >  К е \xnk -  x0| <

Положи^ р =  m&x{Ne\ К е). Тогда, очевидно, р >  К е, пр >  р >  Ne 
и, следовательно, для любого п >  Ne

|х„ х0| ^  |хп хПр| 4* |хПр х0| <  2 ^ 2  —

А так как е >  0 любое, то этим доказано, что lim х„ =  хо. Теорема
П-ЧОО

доказана.
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Объединив доказанные лемму и теорему, получим утверждение, 
которое называется критерием Коши сходимости последовательно­
сти:

Для того чтобы последовательность действительных чисел 
сходилась, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла 
условию Коши.

Заметим, что лемма справедлива как в множестве R действи­
тельных чисел, так и в множестве Q рациональных чисел. Однако 
теорема является неверной в множестве Q. Например, последо­
вательность n-х нижних десятичных приближений числа \/2, как 
известно, сходится к числу у/2 и, следовательно, не имеет предела 
в Q, хотя и удовлетворяет условию Коши. Доказанное свойство 
множества R действительных чисел формулируют иногда таким 
образом:

Множество R действительных чисел является полным. В этом 
смысле множество Q рациональных чисел является неполным.

П р и м е р  1. Доказать, что

lim ( l  +  £ +  . . . +  - }  =  +оо. 
п-юо \ 2 п )

Решение .  Прежде всего докажем, что последовательность

*n ~  1 +  г +  .. • Н— > я Е (2)2 П

не удовлетворяет условию Коши, т.е. удовлетворяет противополож­
ному условию:

Зе >  0 : VAT Зп >  N, 3m > N  : \хп - х т\>£.  (3)

Для любого п имеем:

Х'2п
1

П +  1
_L_ _  1 
2п ~  2

Следовательно, для последовательности (2) условие (3) выполняется 
при £ =  1/2, N  =  п, т  =  2п, и поэтому она не имеет конечного 
предела.

Так как последовательность (2) монотонно возрастает и, как 
уже доказано, не имеет конечного предела, то ее предел равен +ос.

П р и м е р  2. Исследовать, при каких а последовательность

п

*«(<*) =  $ 3
т=\

1
т 1+ « ’

n € N, (4)

сходится, а при каких а она расходится.
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Решение .  При а =  0 последовательность (4) рассмотрена в 
примере 1. Там было доказано, что lim х„(0 ) =  +оо, а так как

п-+оо

х „ (а ) >  х „(0 ) Va <  0, Vn € N, 

то и lim хп(а ) =  +оо для любого а <  0.
П -4-00

Рассмотрим случай, когда а >  0.
Последовательность (4) монотонно возрастает, поэтому, чтобы 

доказать, что она имеет конечный предел, достаточно доказать, что 
у нее есть ограниченная подпоследовательность.

Положим п* =  2* — 1 и рассмотрим подпоследовательность

2 к - 1
'п Л “ ) =  Е

Очевидно, что
к 2J — 1

* n »  =  E  Е
j  = 1 т=2>-

а так как

то

2J — 1
у  - 1 -  < ____ !______2j ~ l — ____!___
4 "  m '+e -  (2 i- ‘ ) '+ “ (2J-1) ‘» ’

m=2J~1

* пЛ < 0 < Е ( 2 ^ 7т т < Г Г Т - «  v * € N -

Следовательно, последовательность (4) имеет конечный предел, если 
а > 0.

6.4. Точные грани числовых множеств. Пусть Л’ непустое 
множество действительных чисел.

О п р е д е л е н и е  1. Множество X  называется ограниченным свер­
ху (снизу), если существует число 6 такое, что для любого х £ X  
выполняется неравенство х <  b (соотв., х >  6). Множество, ограни­
ченное сверху и снизу, называется ограниченным.

Очевидно, множество X  ограничено тогда и только тогда, когда 
выполняется условие

36 : Vx £ X  |х| <  6.

О п р е д е л е н и е  2. Число 6 называется верхней (нижней) гра­
ницей или гранью множества X , если

У х Е Х  х <  6 (соотв., X >  6).
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Наименьшая из верхних граней множества X  называется точ­
ной верхней гранью множества X  и обозначается supX (читает­
ся «супремум X » ) ,  а наибольшая из нижних граней называется 
его точной нижней гранью и обозначается infX (читается «инфи- 
мум X » ) .

Если множество X  является неограниченным сверху (снизу), то, 
по определению, будем считать, что sup X  =  -foo (соотв., inf X  =  -оо ).

Таким образом, по определению, A/ =  supX, если

1. VxE X  х <  М  ;
2. VA/' <  М  Зхм' € X  : хм> >  М ;.

Первое условие означает, что М  — верхняя грань множества 
X , а второе условие утверждает, что никакое М 1 <  М  не является 
верхней гранью для X .

Аналогично, т =  inf X , если

1. Vx Е X  х >  m;
2. Vm' >  m Зхт / E X  : xm/ <  m'.

Легко видеть, что если множество имеет наибольший ( наимень­
ший) элементу то он будет точной верхней (соотв., нижней) гранью 
этого множества, т.е. если

Зх0 Е X  : Vx Е X х <  хо (х >  хо),

то хо =  supX (соотв., хо =  inf X ).
Т е о р е м а  1. Любое множество действительных чисел может  

иметь лишь одну точную верхнюю ( нижнюю) грань.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что существует множество X , 

которое имеет две разные точные верхние грани М  и М *. Тогда, 
если М* < М у то, согласно условию 2 определения, М ' не будет 
верхней гранью, а если М  <  то М  не является верхней гранью. 
Следовательно, наше допущение неверное.

Аналогично доказывается единственность infX.
Теорема 1 доказана.
Т е о р е м а  2. У  любого непустого множества действительных 

чисел, ограниченного сверху {снизу), существует точная верхняя 
[нижняя] грань, являющаяся действительным числом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть множество X  непустое и ограни­
ченное сверху, т.е. существует а Е X  и существует 6 такое, что 
х <  6 Vx Е X . Тогда отрезок [а; 6] содержит хотя бы один элемент 
множества X . Очевидно, если а =  6, то a =  supX.

Рассмотрим общий случай, когда a <  6.
Отрезок [а; 6] разделим на два равных по длине отрезка [а;с0] и 

[со; 6]. Если х < с0 Vx Е X, то через [аг, обозначим отрезок [а;со], 
в противном случае через [a i;6i] обозначим отрезок [со;6]. Отрезок 
[ai;&i] снова разделим на два равных по длине отрезка [fli;ci] и



[cj; 61], и через [а2; 62] обозначим отрезок [aijcj], если х <  с\ Vx G Х л 
и отрезок [c i;6j] в противном случае. Таким образом, делением 
пополам, строится последовательность вложенных отрезков [an;fcn], 
п G N, таких, что

1. х < Ъ п V x € X ,  Vn G N;
2. Van 3xn G X :  xn >  an.

Так как последовательность отрезков [an; 6n], n E N, является 
стягивающейся, то эти отрезки имеют одну общую точку

с =  lim an — lim 6n.
n—f 00 n—foo

Тогда из условия 1) следует, что х <  с Vx Е X,  т.е. с — верхняя 
грань множества X.  Из условия 2) следует, что с — наименьшая 
верхняя грань. Действительно, если с' <  с, то 3п; : ап> >  с' и

Зхл* G X  1 in ' ^  ^  с .

Поэтому с' не является верхней гранью множества X.  Следова­
тельно, c =  supX.

Для точной нижней грани доказательство аналогичное.
Теорема 2 доказана
Заметим, что в множестве рациональных чисел теорема, анало­

гичная теореме 2, является неверной. Например, множество всех 
положительных рациональных чисел г таких, что г <  \/2, не имеет 
точной верхней грани в множестве Q рациональных чисел.

6.5. Лемма о покрытии отрезка интервалами. Среди всех число­
вых промежутков отрезки обладают одним характерным свойством, 
связанным с покрытием отрезка совокупностью интервалов.

О п р е д е л е н и е .  Совокупность интервалов называется покры­
тием данного промежутка, если любая его точка принадлежит 
некоторому интервалу этой совокупности.

Например, совокупность интервалов (10“ n <  х <  1 — 10““n) , n E N } 
является покрытием интервала (0; 1), так как для любого х Е (0; 1) 
можно указать п такое, что 10“ n <  х <  1 — 10” п. Очевидно, эти 
интервалы не образуют покрытие отрезка [0; 1], так как точки х =  0 
и х =  1 не принадлежат ни одному из них.

Л е м м а .  Если некоторая совокупность интервалов является 
покрытием заданного отрезка, то существует конечное число ин­
тервалов этой совокупности, которые также образуют покрытие 
данного отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что существует отрезок [а ;6] и 
некоторая совокупность интервалов, которая является его покрыти­
ем, но никакая конечная совокупность этих интервалов не является 
покрытием. Очевидно, у такого отрезка а <  6, так как отрезок из 
одной точки покрывается одним интервалом.
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Разделим отрезок [а, 6] на два равных по длине отрезка [а;с0] 
и [со; 6]. Тогда, согласно допущению, по меньшей мере один из 
этих отрезков не покрывается никакой конечной совокупностью рас­
сматриваемых интервалов. Через [ai ; 6|] обозначим отрезок [а;со], 
если он обладает этим свойством, а в противном случае положим 
[a 1; 6х] =  [со;6]. Отрезок [ai;&i] снова разделим на два равных 
по длине отрезка [ai;ci] и [cj;61], и через [а2;&2] обозначим тот 
из них, который не покрывается никакой конечной совокупностью 
рассматриваемых интервалов, и т.д. Таким образом, делением по­
полам, строится последовательность вложенных отрезков [an; 6n], 
п £ N, каждый из которых не покрывается никакой конечной сово 
купностью рассматриваемых интервалов. Эта последовательность 
стягивающихся отрезков имеет единственную общую точку

с =  lim ап — lim 6n. ( 1)
п-юо п—юо

Так как а <  с <  6, то, согласно условию, существует интервал 
(а;/?) из рассматриваемой совокупности такой, что а <  с <  /3, Тогда 
из равенств ( 1) следует, что

В N  : а <  адг <  6jv <  /?,

и поэтому отрезок [ajv;&w] покрывается одним интервалом (а;/?)-
Полученное противоречие показывает, что наше допущение не­

верное. Лемма доказана.
Доказанное утверждение обычно называют леммой Гейне -Бореля 

о покрытии.
Таким образом, любой отрезок обладает следующим свойством: 

из любого покрытия интервалами можно выбрать конечное покры­
тие. Это свойство отрезка называется свойством компактности.

Заметим, что в лемме Гейне-Бореля нельзя заменить совокуп­
ность интервалов на совокупность отрезков. Например, совокуп­
ность отрезков [10“ п;1 — 10” ” ], [— 10“ п; 0] и [1; 1 +  10“ n], п £ N, 
покрывает отрезок [0; 1], но никакая конечная совокупность этих 
отрезков не покрывает отрезок [0; 1].

§ 7. Числовые множества
7.1. Операнда над множествами. Конечные и бесконечные мно­

жества. В математике понятия «множество» и «элемент множества» 
являются первичными, т.е. они не определяются. Вместо слова 
«множество» часто употребляют такие слова, как «семейство», 
«собрание», «система», «геометрическое место точек» и т.п., в за­
висимости от контекста. Напомним некоторые первичные понятия 
и обозначения, связанные с множествами.

Если х —  элемент множества X , то пишут х £ Х\ в противном 
случае — х X . Множества X  и У  называют равными и пишут
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X  =  У, если X  и У  состоят из одних и тех же элементов. 
Для удобства вводится множество, которое не содержит никаких 
элементов; оно называется пустым множеством и обозначается 0.

Множество А  называется частью или подмножеством множе­
ства В, если каждый элемент множества А  является элементом 
множества В. В этом случае пишут А С В  или В Э А.

По определению, А С А  и 0С  А  для любого множества А. Само 
множество А и пустое множество 0  называются несобственными 
подмножествами множества Л, а все другие подмножества — 
собственными подмножествами.

Для заданных множеств Л  и В множество всех элементов, 
которые принадлежат как Л, так и В, называется пересечением 
множеств Л и В и обозначается А П  В. Множество всех элемен­
тов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из множеств 
Л и В, называется объединением или суммой множеств А к В 
и обозначается В U Л. Множество, состоящее из всех элементов 
множества В, которые не принадлежат множеству Л, называется 
разностью множеств В и Л и обозначается В\Л. Если А С В, то 
разность В\Л называется дополнением множества А до множе­
ства В. Множества Л и В называются непересекающимися, если 
Л П В = 0 .

Непустое множество, у которого нет собственных подмножеств, 
называется множеством, состоящим из одного элемента. Множе­
ство, у которого любое собственное подмножество состоит из одного 
элемента, называется множеством из двух элементов. Множество, 
у которого каждое собственное подмножество состоит из одного или 
из двух элементов, называется множеством из трех элементов, 
про него говорят, что любое его собственное подмножество состоит 
не более чем из двух элементов. Если определено множество из п 
элементов, то множеством из n-hl элементов называется множество, 
у которого каждое собственное подмножество состоит не более чем 
из п элементов и есть подмножество из п элементов.

Слова «один», «два», «три » и т.д. обозначаются 1, 2, 3 и 
т.д. Элементы множества {1,2,3, . . . }  называются натуральными 
числами. Множество всех натуральных чисел обозначают символом 
N. Про пустое множество говорят, что оно содержит нуль элементов. 
Слово «н уль » обозначается 0.

Непустое множество называется конечным, если оно состоит из 
п элементов, где п —  некоторое натуральное число. В противном 
случае щножертво называется бесконечным. Очевидно, что любое 
конечное числовое множество является ограниченным, но не всякое 
ограниченное множество является конечным. Например, множество 
{1,1/2,1/3,...} бесконечное, но ограниченное.

Число элементов объединения двух непересекающихся множеств 
из т и из п элементов называется суммой чисел т и п и 
обозначается m +  n.

Для любых множеств А и В  множество всевозможных упо­
рядоченных пар (а; 6), т.е. множеств из двух элементов а Е А
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и 6 6 5 , называется прямим произведением множеств Л и В и 
обозначается А  х В. Число элементов прямого произведения двух 
множеств из т и из п элементов называется произведением чисел 
т и п и  обозначается тп.

7.2. Счетные и несчетные множества. Чтобы сравнить два непустых 
конечных множества, например, установить, чего больше — студентов 
в группе или стульев в аудитории, можно воспользоваться двумя 
способами. Можно пересчитать студентов и стулья и сравнить 
полученные числа, а можно попросить студентов сесть и тогда: если 
останутся незанятые стулья, то стульев больше, а если останутся 
стоящие студенты, то студентов больше.

Для сравнения бесконечных множеств первый способ не годится, 
для этого используют понятие взаимно однозначного соответствия.

О п р е д е л е н и е  1. Говорят, что между элементами х и у мно­
жеств X  и Y  установлено взаимно однозначное соответствие, если 
имеется правило, по которому каждому х £ X  ставится в соответ­
ствие единственный элемент у Е Y  и каждый у Е У  поставлен в 
соответствие единственному х Е X .

Например, если N — множество всех натуральных чисел, г. X  — 
множество всех четных чисел, то формула хп =  2п устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между элементами множеств N 
и X . Естественно считать, что такие множества имеют одинаковое 
количество элементов; про них говорят, что они равномощные.

О п р е д е л е н и е  2. Два множества называются равномощными, 
если между их элементами можно установить взаимно однозначное 
соответствие.

О п р е д е л е н и е  3. Множество, равномощное множеству всех 
натуральных чисел, называется счетным.

Таким образом, множество X  является счетным, если все его 
элементы можно занумеровать.

Очевидно, что любое бесконечное множество содержит счет­
ное подмножество. В этом смысле счетные множества являются 
простейшими среди бесконечных множеств.

Т е о р е м а  1. Множество всех рациональных чисел счетно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала покажем, что множество положи­

тельных рациональных чисел счетно.
Любой несократимой положительной дроби г =  р/п поставим в 

соответствие число m = р + п .  Так как г >  0, то т >  2. Теперь 
эти числа г занумеруем следующим образом: для т =  2 имеется 
одно число г* =  1, для т =  3 имеется два числа т*2 =  2/1 и 
гз =  1/2 и т.д. Вообще, если перенумерованы все положительные 
рациональные числа г с т <  к и последнее число имеет номер п*, 
то будем перенумеровывать числа г с т  =  &+ 1, начиная с номера 
nk +  1. Так мы перенумеруем все положительные рациональные 
числа, т.е. построим последовательность { гп}  такую, что гп ф т**, 
если п ф к, и любое г >  0 получается при некотором п.



Теперь рассмотрим множество Q всех рациональных чисел. Их 
расположим в- последовательность следующим образом:

О, г ь - г ь г2, 1*2> - , гп, гп,

где { гп}  — последовательность положительных рациональных чи­
сел, построенная выше. Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Множество всех действительных чисел несчетно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что множество R счетное, т.е. 

что можно перенумеровать все действительные числа:

Хп ~  Р0п> £*1п**2п • • • &кп • • • > ^ Е N.

Как обычно, будем считать, что среди бесконечных дробей нет 
периодических с периодом 9.

Построим действительное число х =  0, сцпго ... а к • • следующим 
образом: а\ ф 9 и а х ф а 1Ь аг2 Ф 9 и а 2 ф а 22, . . .» <*к ф 9 и 
с*к ф(*кк, и т.д.

Очевидно, что х ф хп Vn. Следовательно, наше допущение 
неверное. Теорема 2 доказана.

7.3. Открытые и замкнутые множества. Здесь будем рассматри­
вать только множества точек действительной прямой 1R.

О п р е д е л е н и е  1. Точка хо множества G e l  называется вну­
тренней точкой множества G, если у хо существует окрестность 
0 (хо) такая, что О(хо) С G.

О п р е д е л е н и е  2. Множество называется открытым, если все 
его точки внутренние.

Пустое множество, по определению, считается открытым.
Очевидно, множество М и любой интервал (а; Ь) являются от­

крытыми множествами, а промежутки [а;6), (а ;6], [а ;6] не являются 
открытыми множествами. Например, у отрезка [а; 6] точка а нс 
имеет окрестности, содержащейся в [а; 6].

О п р е д е л е н и е  3. Точка хо Е R называется предельной точкой 
множества G  С М, если в любой окрестности точки хо есть хотя 
бы одна точка множества G, отличная от хо.

Например, для конечного интервала (а; 6) любая точка отрезка 
[а; 6] является предельной.

О п р е д е л е н и е  4. Множество называется замкнутым, если оно 
содержит все свои предельные точки.

Пустое множество, по определению, считается замкнутым.
Например, множество R и любой отрезок [а; 6] являются за­

мкнутыми множествами.
Очевидно, что объединение двух открытых множеств есть откры­

тое множество. А  так как пересечение двух интервалов, имеющих 
общую точку, является интервалом, то и пересечение двух откры­
тых множеств — открытое множество. Аналогично, объединение и 
пересечение двух замкнутых множеств — замкнутые множества.

Предлагается доказать эти утверждения в качестве упражнения.
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Любой конечный промежуток Д с концами в точках а и 6, 
а <  6, является ограниченным множеством и inf Д =  a, supA ~  6. 
В этом интервал (а; Ь) и отрезок [а; 6] похожи, однако среди чисел 
отрезка [а; 6] есть как наименьшее, так и наибольшее, а среди 
чисел интервала нет ни наименьшего, ни наибольшего. Следующие 
теоремы показывают, что эти свойства являются характерными для 
открытых и замкнутых множеств действительных чисел.

Т е о р е м а  1. Если множество X  действительных чисел за­
мкнуто и ограничено сверху (снизу), то

supX Е X  (соотв., infX Е X) ,

т.е. среди элементов множества X  есть наибольший (соотв., 
наименьший).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество X  ограничено снизу, 
то, как известно, существует число т такое, что т =  inf X.

Из определения in fX  следует, что в любой окрестности (а; 6) 
точки m существует хотя бы одна точка множества X . Следо­
вательно, выполняется одно из условий: или т  Е X , или т 
предельная точка множества X . Если же множество X* замкнутое, 
то во всех случаях т Е X.

Аналогично доказывается, что если множество X  ограничено 
сверху, то supX Е X .

Теорема 1 доказана.
Т е о р е м а  2. Если множество действительных чисел открыто, 

то среди его элементов нет ни наименьшего, ни наибольшего.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказывать будем методом от противного. 

Предположим, что существует открытое множество X , у которого 
есть наибольший элемент. Пусть, например,

М Е Х  и х  <  М  Vx E X .

Тогда у точки М  нет ни одной окрестности, которая принадле­
жала бы множеству X . Следовательно, множество X  не является 
открытым.

Таким образом, если множество X  открытое, то М  £ X . Ана­
логично доказывается, что и inf X  £ X . Теорема 2 доказана.

Обобщим лемму о покрытии отрезка интервалами (см. п.6.5) 
на более общие множества.

О п р е д е л е н и е  5. Совокупность множеств называется покры­
тием данного множества, если каждая его точка принадлежит 
некоторому множеству этой совокупности.

Покрытие называется открытым, если все его множества от­
крытые.

Л е м м а  1. Из любого открытого покрытия ограниченного за­
мкнутого множества М  С К можно выбрать конечную совокупность 
множеств, которые тоже образуют покрытие множества М .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что существует ограниченное 
замкнутое множество М  С 3& и некоторая совокупность открытых 
множеств, которая является его покрытием, но никакая конечная 
совокупность этих множеств не является покрытием. Очевидно, 
такое множество М  содержит бесконечно много элементов.

Так как множество М  ограничено, то существует отрезок [а, 6] 
такой, что М  С [а; 6]. Как и при доказательстве леммы в ибо ,  
делением пополам строится последовательность вложенных отрезков 
[en;&n], п € N, таких, что для любого п множество М и =  МП 
не покрывается никакой конечной совокупностью множе ств данного 
покрытия. Пусть

с =  Пт ап =  П т 6„.
п-юо п—юо

Выберем хп £ М п и рассмотрим последовательность {.гГ|} Оче­
видно, lim хп =  с, а так как множество М  замкнуто, го с (  М

п-+ оо
Согласно условию существует множество G данною покрыты та­
кое, что с £ G. Из того, что множество G открытое. глгд\от. 
что существует интервал (а;/?) такой, что с £  (г>;/?) ( G Тогда 
существует N  такое, что а <  а,\ <  Ь& <  /?, и поэтому множество 
М п покрывается одним множеством G.

Полученное противоречие показывает, что наше допущение не 
верное. Лемма 1 доказана.

Эта лемма также называется леммой Гейнс • Боре ля о покры­
тии. Она утверждает, что ограниченное замкнутое множество 
точек действительной прямой обладает свойством компактности 
Множества, обладающие свойством компактности, называются ком­
пактными.

В заключение введем понятие границы множества.
О п р е д е л е н и е  6. Точка Хо € Ж называется граничной точкой 

множества G  С если в любой окрестности точки х0 имеются 
хотя бы одна точка множества G  и хотя бы одна точка, не 
принадлежащая G .

Множество всех граничных точек множества G называется гра­
ницей множества G  и обозначается dG.

Очевидно, если множество G  замкнутое, то dG С G. а если 
открытое, то dG не пересекается с G. Например, граница отрезка 
[а; 6] и соответствующего интервала (а; 6) состоит из двух точек а 
и 6, которые принадлежат отрезку, но не принадлежат интервалу. 
Для произвольных множеств возможны разные случаи. Например, 
если X  — множество рациональных точек интервала (0; 1), то его 
граница дХ  совпадает с отрезком [0; 1], и поэтому X  С дХ .

Легко видеть, что любая точка множества G или внутренняя, 
или граничная, а любая граничная точка или принадлежит G, или 
является предельной точкой для G.

О п р е д е л е н и е  7. Множество, которое получается из множества 
G присоединением к нему всех его предельных точек, называется 
замыканием множества G  и обозначается G.
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Легко доказывается, что замыкание любого множества G  есть 
замкнутое множество, т.е. G =  G, и что G ^ G U d G .

(Доказать в качестве упражнения.)
Л е м м а  2. Тонка хо принадлежит замыканию множества G 

тогда и только тогда, когда она является пределом последователь­
ности тонок множества G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если хо Е G  и хо Е G, то хо — предел 
постоянной последовательности хп — xq, п Е N. Если же хо £ G , 
то в любой окрестности 0 i/n(*o) точки хо есть точка xn Е G . 
Очевидно, lirn xn =  xq.

Обратное утверждение доказывается аналогично.
Лемма 2 доказана.

7.4. Мера множеств точек действительной прямой. Как известно, 
для любого отрезка [а; 6] число 6 — а называется его длиной, ту же 
длину имеет и любой из промежутков [а; 6), (а; 6], (а ;6). Обобщим 
это понятие на более широкий класс множеств точек действительной 
прямой. За основу примем длину полуоткрытых промежутков вида

О п р е д е л е н и е  1. Любой конечный промежуток Д вида (а ;6] 
и любое множество, являющееся объединением конечного числа 
попарно непересекающихся промежутков A i , . . . , A jv такого вида, 
называются элементарными множествами. Пустое множество 
тоже считается элементарным.

Легко видеть, что совокупность элементарных множеств обла­
дает следующим свойством: объединение, пересечение и разность 
любых двух элементарных множеств являются элементарными мно­
жествами (Доказать в качестве упражнения.) Поэтому говорят, 
что совокупность элементарных множеств замкнута относительно 
теоретико множественных операций, или что совокупность элемен­
тарных множеств образует алгебру множеств.

О п р е д е л е н и е  2. Для любого конечного промежутка А  =  (а ;6] 
число 6 -  а называется его мерой и обозначается т Д .  Если 
множество S элементарное и

где промежутки A i , . . . ,A/v  попарно не пересекаются, то мерой 
множества S называется число

(«;*]■

s = U A>-

Мера иус гого множества, по определению, равна нулю: т 0 =  0.
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Л е м м а  1. Для любых двух элементарных множеств s и S 
справедливо равенство

Л е м м а  2. Если множества s и S  элементарные и 8 С S, то

Эти утверждения почти очевидные. Доказать их в качестве 
упражнения.

Теперь для любого ограниченного множества G  рассмотрим 
числа

где sup берется по всем элементарным множествам 8 С G, a inf — 
по всем элементарным множествам S Э G.

Очевидно, у любого ограниченного множества G C ®  числа mG  
и mG  существуют и mG <  mG.

О п р е д е л е н и е  3. Если mG =  mG> то это число называется 
мерой Жордана множества G и обозначается mG, а множество G 
называется измеримым по Жордану.

Таким образом,

Из данного определения следует, что любой отрезок [а; 6] изме­
рим и его мера равна 6 — а. Действительно, так как

и поэтому т[а ;6 ] =  6 - а .  Аналогично доказывается, что т [а ;6 ) =  
=  т (а ; 6) =  6 — а.

Т е о р е м а  1. Если множества G\ и G 2 измеримы, то множе­
ства G\ U С 2 u G\ П G2 тоже измеримы и

m(s U S) +  m(s П S) =  ms +  mS. 

Если же s и S не пересекаются, то

m(s и 5)  =  ms +  mS.

m(S\s) =  mS  — ms.

mG  =  sup ms. m G  =  inf mS.
~  sCG SDG

mG =  sup ms =  inf mS. 
scg sdg

TO

m (G i U G 2) +  m (G i П G 2) =  mG\ 4- т С г * (1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Si, Si, s2, S2 —  произвольные эле­
ментарные множества, удовлетворяющие условиям: s\ С G\ С Si, 
и s2 С G 2 С S2. Тогда, очевидно,

U «2 С G\ U G 2 С 5i U S>2, 

si П s2 С Gi П G 2 С Si П S2,

и поэтому

m($i U s2) ^  m(Gi U G2) £  tti(G i U G 2) £  tti(S i U S2), 

ш(«1 П s2) ^  m(Gi П G2) <  m (Gi П G i) <  tti(S i П S2).

Сложив эти неравенства и применив лемму 1, получим неравенства 

77151 4- TTIS2 £  m (Gi U G2) 4" 771 (Gi П G2) £

<  77l(Gl U G 2) 4" 771 (G 1 П G2) ^  TTlSi 4" 77lS2« 

Отсюда и из измеримости множеств G\ и G2 следует, что

mGi 4" 7?1 G2 <  7?1 (Gi U G2) 4" tti(G i П G2) <

<  77l(Gi U G 2) 4“ 77l(Gl П G2) ^  TTlGl 771G 2

Следовательно,
77i(Gi U G2) =171 (G i U G2),

771 (Gi П G2) =77l(Gl П G2),

т.е. множества G iU G 2 и G iHG2 измеримы. Кроме того, справедливо 
равенство (1).. Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е .  Если измеримые множества G\ и G2 не пересека­
ются, то

m{G\ U G2) =  ttiG i +  771G 2.

Т е о р е м а  2. Если множества д и G измеримы и д С G, то 
множество G\g тоже измеримо и

in(G\<7) =  m G  -  m g . (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 8, 5, s', S' — произвольные эле­
ментарные множества, удовлетворяющие условиям: s С  G С  S,
s' С д С S'. Тогда

s\S' С G\g С S\s'.

Очевидно,
77i(S\s') =  mS  — 77is',

77i(s\S') =  ms — m (S' П s) >  ms — ttiS',

поэтому
ms — mS' <  m(G\y) <  m (G\g) <  ttiS — ms .
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Отсюда и из измеримости множеств д и G  следует, что

m G — mg <  m (G\g) <  m (G\g) <  m G  — mg.

Следовательно, множество G\g измеримо и справедлива форму­
ла (2). Теорема 2 доказана.

Из теорем 1 и 2 следует, что совокупность измеримых по 
Жордану множеств является алгеброй множеств.

В заключение докажем критерий измеримости ограниченных 
множеств.

Т е о р е м а  3. Для того чтобы ограниченное множество G  С К 
было измеримо по Жордану, необходимо и достаточно} чтобы его 
граница 8G была измерима и m dG  =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество G  измеримо, то для лю­
бого е >  0 существуют элементарные множества se и S€ такие, 
что

8g С G  С Sg, mSf tri8f ^  е.

Тогда, если Se —  замыкание множества 5С, а 8* =  se\8se — 
множество внутренних точек множества s€i то 8G  С Se\s*} и 
поэтому

m d G  <  mS€ — mse <  е.

Следовательно, множество 8G  измеримо и m 3G =  0.
Наоборот, если m dG  =  0, то для любого е >  0 существует 

элементарное множество <т€ такое, что 8G  С <ге и m<rt <  е. Положим

5е =  G  U (Тс и 8t =  Se\<T€.

Тогда множества s£ и 5С элементарные и

fic C G C  5С, m sf <  m G <  m G <  mSe,

0 <  mG  — m G  <  m Se~— m e, =  mo* <  e.

Следовательно, mG =  mG, т.е. множество G измеримо.
Теорема 3 доказана.
Согласно этому критерию измеримости, множество G  всех ра­

циональных точек отрезка [0; 1] не будет измеримым по Жордану, 
так как 8G  =  [0; 1] и m dG  =  1.

Глава 2. Функции одной переменной 

§ 1. Примеры числовых фушпщй
1.1. Определение числовой функции. Числовые функции изуча­

лись еще в школьном курсе математики. Напомним соответствую­
щие определения и понятия.
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О п р е д е л е н и е  1. Пусть заданы множество X  С К  и некоторое 
правило /, которое каждому числу ж Е X  ставит в соответствие 
некоторое число у =  /(ж). Тогда множество всевозможных пар 
(ж;/(ж)), х Е Х у называется числовой функцией и обозначается 
либо просто /, либо /(ж), х Е X , либо у =  / (х), ж Е Л\

Множество X  называется областью определения функции / 
и иногда обозначается /?/, а множество всех у =  / (х), х Е X , 
называется .мноасестволс значений функции / и обозначается f ( X ) .

Множество всех точек координатной плоскости с координатами 
(ж;/(ж)), х £ X ,  называется графиком функции /.

В силу данного определения, если меняется область определения 
функции, то меняется и функция, например, функции /(ж) =  ж2, 
ж Е К, и /(ж) =  ж2, ж Е N, являются разными: первая —это
квадратичная функция, а вторая —  последовательность хп =  п2, 
п Е N.

Для любой функции /(ж), ж Е X , функция, которая порожда­
ется тем же правилом соответствия /, но определяется только 
на некотором множестве D  С X , называется сужением функции 
/ на множество D. Таким образом, последовательность хп =  п2, 
п Е N, является сужением квадратичной функции на множество N 
натуральных чисел.

Если задана функция у =  / (х ), х Е Х ,  т о  говорят, что пере- 
лденнал у является функцией независимой переменной ж, и часто 
пишут у =  у(х) (чтобы не вводить лишних обозначений).

Числовую функцию /, определенную на множестве X , иногда 
называют отображением множества X  на множество f ( X )  (или 
в множество IR). Тогда у =  /(ж) называется образом точки ж, а ж 
—  прообразом точки у. Если М  С Х> то множество всех у =  / (х), 
когда ж Е А/, называется образом множества М  при отображении 
/ и обозначается / (М ).

Часто числовую функцию задают просто формулой, не указывая 
ее область определения. В этом случае под областью определения 
функции понимают так называемую естественную область опреде­
ления, т.е. множество всех чисел, для которых заданная формула 
имеет смысл. Например, естественной областью определения функ­
ции, заданной формулой у =  у/1 — х2, является отрезок [—1 ; 1], а 
функции, заданной формулой у =  (ж2 — I )**1/2 —  объединение двух 
интервалов (~ о о ;—1) и ( 1 ;+оо).

О п р е д е л е н и е  2. Функция / называется монотонно возраста­
ющей (убывающей) на множестве X , если она определена на X  
и для любых х\ и Х2 из множества X  выполняется условие: если 
хх <  ж2, то f ( x i )  <  / (х2) (соотв., /(жi )  >  / (х2)).

Функция называется монотонной на множестве Х у если она 
монотонно возрастающая или монотонно убывающая на X .

Например, функция у =  ж2 монотонно убывающая на промежут­
ке (—оо;0] и монотонно возрастающая на промежутке [0;+оо). На

3-1402
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всей области определения, т.е. на действительной прямой R, она 
не является монотонной.

Функция называется просто монотонной (без указания множе­
ства), если она монотонная (монотонно возрастающая или монотон­
но убывающая) на всей области определения. Например, функция 
у =  х3 монотонно возрастающая.

О п р е д е л е н и е  3. Функция / называется строго возрастающей 
(убывающей) на множестве X , если она определена на X  и для 
любых xi и Х2 из множества X  выполняется условие: если х\ <  х2, 
то / (х i )  <  / (х2) (соотв., / (х i )  >  / (х2)).

Функция называется строго монотонной на множестве X , если 
она строго возрастающая или строго убывающая на X .

Функция называется строго монотонной, если она строго мо­
нотонная на всей области определения.

Например, функция у =  х2 строго убывающая на (—со; 0] и 
строго возрастающая на [0;+оо ), а функция у =  х3 строго возра- 
стающая.

О п р е д е л е н и е  4. Функция / называется ограниченной сверху 
(снизу) на множестве X , если она определена на X  и множество 
/ (X ) ограничено сверху (снизу), т.е. существует число М  такое, что

Vx € X  f ( x )  <  М  (соотв., / (х ) >  A f).

Функция / называется ограниченной на множестве X , если 
она на X  ограничена и сверху, и снизу.

Очевидно, это определение равносильно следующему: функция 
/ называется ограниченной на множестве X , если она определена 
на X  и если существует М  такое, что

Vx € X  |/(х)| < М .

Функция / называется ограниченной (без указания множества), 
если она ограничена на всей области определения.

Например, функция у =  х2 является ограниченной снизу, но 
не является ограниченной сверху. Однако на любом конечном 
промежутке она является ограниченной. Функция / (х ) =  1/(1 +  х2) 
является ограниченной, так как 0 <  / (х ) < 1  Vx Е R.

1.2. Обратные функции. Сложные функции. Пусть задана функ­
ция /(х), х 6 X , и пусть У  =  / (X ). Тогда, по самому определению 
функции, каждое у € У  поставлено в соответствие некоторому 
х G X , т.е. для любого у € У  уравнение / (х ) =  у имеет хотя бы 
одно решение относительно х.
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О п р е д е л е н и е  1. Функция у =  / (х), х G Х } называется обра- 
тимой, если для любого у G У  =  / (X ) уравнение f ( x )  =  у имеет 
единственное решение х =  <р(у). Тогда функция х =  ^ (у ), у € У , 
называется обратной к функции / и обозначается Z-"1.

Заметим, что функция / может быть необратимой, однако ее 
сужение на некоторое множество А является обратимым. В этом 
случае говорят, что функция / обратима (или имеет обратную) 
на множестве А .

Например, функция у =  х 2 является необратимой (на есте­
ственной области определения), однако она имеет обратную как на 
промежутке (—оо; 0], так и на промежутке [0;+оо). Они задаются 
формулами х =  —у/у и х =  y/у .

Т е о р е м а :  Любая строго монотонная функция обратима. Яри- 
чем, если данная функция строго возрастающая (убывающая), то 
и обратная функция строго возрастающая ( убывающая).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция у =  /(х), х G X , строго 
возрастающая, и пусть У  =  / (X ). Допустим, что для некоторого 
Уо € У  уравнение / (х ) =  уо имеет два решения xi и х2. Тогда, если* 
например, Х\ <  х2, то и f (x\)  <  / (х2), что противоречит условию 
/ (х i )  =  уо =  / (х2). Следовательно, для любого у G У  уравнение 
/ (х ) =  у имеет единственное решение, и поэтому данная функция 
имеет обратную х =  /'“ 1 (у), у € У .

Пусть теперь yi G У , уг € У  и хх =  / " Ч уО» х 2 =  / -1 (у2). 
Тогда, если ух <  у2, то xi <  х2, так как из неравенства х\ >  х2 
следует неравенство у\ >  у2. Следовательно, обратная функция 
строго возрастающая.

Аналогично доказывается, что строго убывающая функция име­
ет строго убывающую обратную. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Функция, которая задается формулой у =  
=  у (/ (х )), где / и g —  данные функции, называется сложной 
функцией или композицией (иногда суперпозицией) функций / и д.

Под областью определения сложной функции у =  у (/ (х )) пони­
мается ее естественная область определения, т.е. множество всех 
х G D f таких, что / (х ) G D g> где Я/ и D g —  области определения 
функций / и д. В частности, областью определения функции 
у =  g ( f ( x ) )  может быть пустое множество, тогда говорят, что эта 
композиция не имеет смысла.

При написании формулы сложной функции у =  у (/ (х )) незави­
симую переменную функции д и зависимую переменную функции 
/, для наглядности, обозначают одной буквой, например, у =  у(и) 
и и =  /(х).

П р и м ер .  Пусть заданы функции / (х ) =  1 — х2 и у (х ) =  у/х. 
Тогда сложная функция у =  g [ f [ x ) )  задается формулой у =  у/и, 
где и =  1 — х2, т.е. у =  у/1 — х2. А  сложная функция у =  / (у (х )) 
задается формулой у =  1 — г 2} где z =  т.е. у =  1 — х, причем 
здесь х >  0.



68 ГЛ. 2 ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Если функция у =  / (х ) обратимая, то из определения обратной 
функции следует, что

/~ *(/ (х )) =  х Ух 6 D f.

Заметим, что понятие сложной функции определяет не слож­
ность рассматриваемой функции, а только способ задания этой 
функции (как композиции заданных функций). Например, степен­
ная функция у =  ха , х G (0 ;+оо), может быть задана как сложная 
функция у =  еа1пг, образованная из функций и =  Inx, v =  аи и 
у =  е\

1 .3. Показательная и логарифмическая функщок. Пусть задано 
положительное число с ф 1. Тогда функция, заданная формулой 
у =  сх , называется показательной, а функция y =  logc x называется 
логарифмической.

Из определения степени с действительным показателем и лога­
рифма числа следует, что показательная функция определена на 
всей действительной прямой, т.е. на 1 =  (—оо;+оо), а логарифми­
ческая функция определена на интервале (0 ;+оо). Показательная и 
логарифмическая функции с одним и тем же основанием являются 
взаимно обратными, и поэтому показательная функция с любым 
основанием с >  0, с ф 1 , принимает любое значение из интервала 
(0;+оо ), а логарифмическая функция —  любое значение из R.

Из свойств степеней следует, что показательная функция при с >  1 
строго возрастает, а при с <  1 строго убывает на R. Аналогично, 
логарифмическая функция при с >  1 строго возрастает, а при с <  1 
строго убывает на (0;+оо).

Показательная функция является ограниченной снизу и неогра­
ниченной сверху. Причем, при с >  1 она ограничена на любом 
промежутке вида (—оо;а], а при х  <  1 —  на любом промежутке 
вида [а; +оо).

Логарифмическая функция не является ограниченной ни снизу, 
ни сверху. Она ограничена на любом конечном промежутке.

Показательная функция у =  ег , основанием которой является 
число е, называется экспоненциальной функцией или экспонентной 
и иногда обозначается у =  ехрх. Так как е >  1, то экспоненциаль­
ная функция строго возрастающая.

1.4. Степенная фунхщш. Пусть задано некоторое число а ф 0. 
Тогда функция, заданная формулой у =  ха , называется степенной 
функцией с показателем а.

Из определения степени следует, что степенная функция с 
любым показателем а заведомо определена на интервале (0;+оо). 
Если а >  0, то она определена и при х =  0.

Степенная функция с показателем а  >  0 строго возрастает на 
промежутке [0;+оо ), имеет обратную у =  х 1! а и принимает любое
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значение у >  0. Степенная функция с показателем а <  0 строго 
убывает на интервале (0; +оо), имеет обратную у =  х 1/* и принимает 
любое значение у >  0.

Степенная функция с натуральным показателем а =  п, где 
п G N, определена на всей числовой прямой R. Если п нечетное, 
то она строго возрастает на М, имеет обратную и принимает любое 
значение из R, т.е. отображает М на М. Если п четное, то 
она строго убывает на промежутке (—оо; 0], а на [0;+оо ) строго 
возрастает, и отображает К на [0;+оо).

Степенная функция с целым показателем а =  —п, где n £ N, 
определена на всей числовой прямой М, кроме точки х =  0. Если 
п нечетное, то она строго убывает на интервале (—оо;0) и на 
интервале (0;+оо ). Она принимает любое значение уф  0.

Аналогичные замечания можно сделать и относительно степен­
ной функции с рациональным показателем а =  1/п или а =  — 1/п, 
где n € N.

Иногда удобно рассматривать степенную функцию с показателем 
а =  0, считая, что она определена на всей числовой прямой R, 
кроме, может быть, точки х =  0, и х° =  1 для любого х из области 
определения.

1.5. Тригонометрические функщш. Напомним, что длина дуги 
окружности определяется с помощью длин ломаных, вписанных в 
эту дугу.

О п р е д е л е н и е  1. Д ля любой дуги A M  окружности число, рав­
ное точной верхней грани множества длин всех ломаных, вписанных

в A M , называется длиной дуги A M  и обозначается |AAf|.

Очевидно, множество длин ломанных, вписанных в A M , огра­
ничено, и поэтому любая дуга окружности имеет длину. Легко

доказать, что если М  € А В , где А В  —  дуга окружности, то 

\АВ\ =  \АМ\ +  \МВ\.

Это утверждение в общем случае будет доказано ниже, а для 
окружности предлагается доказать его в качестве упражнения.

О п р е д е л е н и е  2. Число, равное длине половины окружности 
единичного радиуса, называется числом я.

В качестве упражнения доказать, что 3 <  п <  4.
Пусть на единичной окружности С  фиксирована некоторая точка 

А. Тогда каждой точке М  Е С  можно поставить в соответствие

две дуги A M  и М А : A M  откладывается от точки А  против

часовой стрелки, а М А  —  по часовой стрелке. Каждому числу

а 6 [0;2тг) поставим в соответствие дугу А М Л} длина которой равна
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а, а каждому а С (—2тг; 0) —  дугу МаА длины а. Следовательно, 
каждому числу а Е (—2тг; 2я) ставится в соответствие точка Ма £ С . 
Если же |а| >  27г и  а =  ао +  2п7г, где ао £ ( —2тг;27г) и п —  целое, 
то этому а поставим в соответствие точку Ма, которая совпадает 
с Мао. Таким образом, каждому а 6 К  ставится в соответствие 
точка Ма € С.

На плоскости, в которой лежит единичная окружность С, введем 
прямоугольную декартову систему координат так, чтобы начало 
координат совпадало с центром окружности С, а точка А имела 
координаты ( 1; 0). Пусть ха ,уа —  координаты точки Ма € С  в 
этой системе координат.

О п р е д е л е н и е  3. Д ля  каждого а Е R  число ха называется 
косинусом а и обозначается cosa, а число уа — синусом а и 
обозначается sin а.

Л е м м а  1. Для любого а Е R  | sin. or| <  |а|.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как |sina| <  1 и sin(—a) =  —sina для 

любого a  G К) то достаточно рассмотреть лишь а Е (0; 7г/2). Д ля 
таких а имеем:

sin a  =  Уа <  V y l  +  (1 - * a )2 =  \АМа\ <  \АМа\ =  <*•

Лемма 1 доказана.
^  ^ л sin a
О п р е д е л е н и е  4. Если cosa Ф 0, то число ------  называется

cosa cos a
тангенсом а и обозначается tea .  Если же sin а Ф 0, то число ----

r  sin a
называется котангенсом а и обозначается ctga.

Л е м м а  2. Для любого а Е (—тг/2; тг/2) |tga| >'|a|.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно рассмотреть лишь 

a Е (0; 7г/2). Пусть Ма — точка окружности С такая, что

|.AMa | =  а, а Та —  точка пересечения луча ОМа с прямой AN , 
перпендикулярной к оси О А. Тогда легко видеть, что \АТа \ =  tga

и для любой ломанной /, вписанной в дугу АМа) справедливо 
неравенство |/| <  |j4T*|. Следовательно, a <  tga.

Лемма 2 доказана.

С л е д с т в и е .  Если а Е (—тг/2; тг/2) и а ф  0, mo cosa <  <  1.
а ~

О п р е д е л е н и е  5. Функции, заданные формулами у =  sinar, 
у =  cos х , у =  tga: и у =  ctgx и определенные на естественных обла­
стях определения, называются тригонометрическими функциями, 
соответственно синусом, косинусом, тангенсом и котангенсом.

Из определения синуса и косинуса числа следует, что функция 
у =  sinar строго возрастает на отрезке [— тг/2; тг/2], а функция 
у =  cosx строго убывает на отрезке [0;тг], причем они принимают 
значения из отрезка [—1; 1]. Отсюда следует, что функция у =  tgx
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строго возрастает на интервале (—1г/2; */2), а функция у =  ctgx 
строго убывает на интервале (0;ir). Далее будет доказано, что 
sinx и со8х принимают любое значение у € [— 1 ; 1], a tgx и ctgx 
любое значение у € R.

О п р е д е л е н и е  в. Функции, обратные к функциям

у =  sinx, *  е  f ]  > у =  совх, х 6 [0; 7г];

У =  tgx, y =  <*g*. х € (0; Jr),

называются обратными тригонометрическими функциями и обо­
значаются соответственно arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx.

Функция у =  arcsinx определена на отрезке [—1; 1], строго воэ* 
растает и принимает любое значение у 6 [— г̂/2; 7г/2]. Функция 
у =  arccosx определена на отрезке [—1 ; 1], строго убывает и прини­
мает любое значение у Е [0; тг]. Функция у =  arctgx; определена на; 
R, строго возрастает и принимает любое значение у € (—тг/2; тг/2). 
Наконец, функция у =  arcctga; определена на R, строго убывает и 
принимает любое значение у G (0;тг).

1 .6. Элементарные функщш. Напомним, функция, заданная 
на М формулой у =  с, где с —  некоторое число, называется 
постоянной,

Постоянная, показательная, степенная, логарифмическая, триго­
нометрические и обратные тригонометрические функции называются 
основными элементарными функциями.

О п р е д е л е н и е .  Любая функция, которая получается из основ­
ных элементарных функций при помощи конечного числа компози­
ций и арифметических операций называется элементарной.

Рассмотрим основные классы элементарных функций.
1. Многочлены (полиномы). Многочленами называются функ­

ции, которые могут быть заданы формулами вида

у =  a0 +  a ix  +  .. .  +  anxn, ( 1)

где a o ,a i , . . . , an —  заданные числа (коэффициенты мно­
гочлена). Бели ап ф 0, то число п называется степенью 
многочлена ( 1). Многочлен первой степени —  это линейная 
функция, а многочлен нулевой степени —  это постоянная. 
Многочлен, у которого все коэффициенты равны нулю, 
называется нулевым; он не имеет степени. Многочлены 
называются еще целыми рациональными функциями,

2. Рациональные функции. Рациональными функциями назы­
ваются функции, которые могут быть заданы формулами 
вида y =  P (x )/Q (x ), где Р (х ) и Q (x ) —  многочлены, при­
чем Q(x )  £  0. Такие функции иногда называют дробными 
рациональными функциями.
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3. Иррациональные функции —  это функции, не являющиеся 
рациональными, которые могут быть заданы с помощью 
конечного числа композиций рациональных и степенных 
функций с рациональными показателями и арифметических 
операций.

4. Трансцендентные функции —  это элементарные функции, 
которые не являются ни рациональными, ни иррациональ­
ными.

Доказано, что показательная, логарифмическая, тригонометри­
ческие и обратные тригонометрические функции являются транс­
цендентными функциями.

§ 2. Пределы функпрй
2.1. Определение предела функции по Гейне. Напомним, что 

точка хо € R  называется предельной точкой множества Х с К ,  
если в любой ее окрестности существует хотя бы одна точка из X , 
отличная от хо. По аналогии с этим, если множество X  является 
неограниченным сверху, то бесконечно удаленная точка +оо тоже 
называется предельной точкой множества X , так как в этом случае 
в любой окрестности этой точки существует точка множества X . 
Если же X  не ограничено снизу, то точка —оо также называется 
предельной точкой множества X .

О п р е д е л е н и е  1. Пусть с —  число или бесконечно удаленная 
точка действительной прямой М, а хо, —  конечная или бесконечно 
удаленная предельная точка множества X c R .  Тогда с называется 
пределом функции / (я), х Е Х } при х —> хо (или в точке хо), если 
для любой последовательности { х п}  такой, что

Vn х„ € Х у Хп ф- х0 и lim х„ =  хо,
п-юо

последовательностьуп =  / (xn), п £ N, сходится к с, т.е. lim f { x n) =  с.
п—►оо

В этом случае будем писать lim / (х ) =  с, или «/ (х ) —> с при 
X -► Хо».

Чтобы не было разночтений, в тех случаях, когда функция, 
/(х), х G Х } является сужением некоторой другой функции, будем 
говорить, что с является пределом функции / (х ) при х —> хо по 
множеству X , и писать «/ (х ) —у с при х —у хо, х € X » .  Например, 
sin хтг —у 0 при х —у +оо, х G N.

Заметим, что в определении предела функции / в точке хо не 
требуется, чтобы функция / была определена в точке хо-

Очевидно, функция не может иметь двух разных пределов в 
точке, так как иначе существовала бы последовательность, имеющая 
два разных предела, что невозможно.

П р и м е р  1. lim cosх =  cosх0 Vxo С R.
X-fXo
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Действительно, для любого хп имеем:

cos хп — cos xq =  2 sin
Хп Xq Хп +  3?0

А  так как |sina| <  1 и |sina| <  |a| (см. лемму 1 из п. 1.5), то

Поэтому, если хп —> хо при п —► оо, то и cos хп -ь  cosx0 при п —> оо, 
что и доказывает наше утверждение.

П р и м е р  2. Функция / (х ) =  sgnx, х £ R, не имеет предела в 
точке хо =  0.

Действительно, последовательность

сходится к 0 и х п ф 0 Vn, но последовательность / (хп) =  (—1)” , 
п £ N, не имеет предела.

П р и м е р З .  Функция / (х ) =  cosx не имеет предела при х -+  +оо. 
Действительно, последовательность хп =  птг, п 6 N, такая, что 

lim хп =  +оо, однако последовательность / (хп) =  (—l ) n, п Е N, не
пчоо
имеет предела.

П р и м е р  4

Реш ен ие .  Прежде всего, пользуясь определением числа е, 
докажем, что

(Заметим, что здесь и* может не быть подпоследовательностью 
последовательности п.)

Возьмем некоторую окрестность (а; 6) числа е. Тогда существует 
N  такое, что

|cOSXn — COSXol <  |xn — Хо|.

(1)

(2)

для любой последовательности п* такой, что

VA Tik e N  и И т п* =  +оо.

п

а так как lim п* =  +оо, то для этого N  существует К  такое, что
Ас-* оо

VJfc>/r nk > N .
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Следовательно,

Ч к > К  +  €(<*;►),

что и доказывает равенство (2).
Пусть теперь я* —  произвольная последовательность, у которой 

lim Xk =  "Ьоо. Не ограничивая общности, можно считать, что
к-¥0о 
Хк >  1-

Положим п* =  [я*], где [я*] —  целая часть числа я*. Тогда
Пк <  хк <  ль +  1, lim пк =  +оо и 

*-►00

± V fc+1
пк )

для любого fc Е N. Отсюда следует, что

lim
*-► оо

е.

А так как это равенство справедливо для любой последовательности
{я * }  такой, что lim я* =  +оо, то равенство ( 1) доказано.

*-►00
Заметим, что если у функции / существуют пределы при 

я -*  +оо и при я —У —оо и эти пределы равны, например, А, то 
пишут « /(я) —> А  при я -> оо» или

lim /(я) =  А.

О п р е д е л е н и е  2. Функция /(я) называется бесконечно большой 
при х -у  яо, где яо — какая-то предельная точка множества D j , 
если lim |/(я)| =  Н-оо.

X—fXo
Аналогично этому, функция /(я) называется бесконечно лсалой 

при я —► яо, если lim /(я) =  0.

2.2. Определение предела функции по Коши. Дадим еще одно 
определение функции, эквивалентное определению из п. 2.1.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть с —  число или бесконечно удаленная 
точка действительной прямой К, а яо — конечная или бесконечно 
удаленная предельная точка множества X  С М. Тогда с называется 
пределом функции / (я), я € Х % при я —> яо (или в точке яр), если 
для любой окрестности 0 (c )  точки с существует окрестность О(яо) 
точки яо такая, что /(я ) Е 0 (c )  для любого я Е О (я0) П Х , я ^  я0.

Это определение называется определением Коши предела функ­
ции. Прежде чем доказывать эквивалентность определений предела 
функции по Коши и по Гейне, докажем одно почти очевидное утвер­
ждение.
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Л е м м а  1. Если хо — предельная точка множества М  С К  
(конечная или бесконечно удаленная); то существует последова^ 
тельность точек хп, п G N, множества М  таких, что хп ф х<> 
Vn и lim хп =  хо-

п-юо
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Бели хо —  конечная предельная точка 

множества М , то в каждом интервале (хо — 1/п;хо Н-1/п), где 
n G N, существует точка множества А/, отличная от х0. Обозначим 
эту точку через х„. Тогда хп G М , хп ф х0 Vn и, очевидно, 
lim хп =  хо-п—юо

Бели хо —  бесконечно удаленная предельная точка множества 
М , например, хо =  +оо, то в каждом интервале (п ;+оо), где n G N, 
существует точка множества М . Обозначим эту точку через хп. 
Тогда х„ б М  Vn и lim хп =  +оо.

П -Ю О

Аналогично рассматривается и случай, когда хо =  — оо. Лемма 1 
доказана.

Т е о р е м а .  Определения предела функции по Гейне и по Коши 
эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть с —  предел функции / (х), х G X , 
при х —> хо в смысле определения Гейне. Допустим, что с не 
является пределом функции / (х) при х —У хо в смысле определения 
Коши. Это означает, что существует окрестность О(с) точки с 
такая, что в любой окрестности О(хо) точки хо существует точка 
х ф хо множества X  такая, что / (х) £ 0 (c ). Следовательно, хо — 
предельная точка множества точек х б Х ,  для которых / (х) £ 0 (c). 
Тогда, в силу леммы 1, существует последовательность точек хп, 
n G N, множества X  таких, что хп ф хо Vn, lim xn =  хо и

п-+оо
/(хп) £ О (с). Однако такой последовательности не может быть, 
так как /(х) —> с при х ->Хо  в смысле определения Гейне.

Пусть теперь / (х ) с при х —> хо в смысле определения Коши, 
и пусть последовательность { х п}  такая, что xn G Х у хп ф хо и 

х0 при п —У оо. Возьмем некоторую окрестность О(с) точки 
с. Тогда существует окрестность 0 (хо ) точки Хо такая, что

Vx G О (х0) П Х , х ^  х0, / (х) G О(с),

а для этой окрестности существует N  такое, что

Vn >  N  хп G 0 (хо).

Поэтому Vn >  TV / (xn) G O(c) и, следовательно, lim f ( x n) =  c.
n —fOO

Теорема доказана.
Для формулировки определения предела по Коши удобно поль­

зоваться понятием проколотой окрестности.
О п р е д е л е н и е  2. Множество всех точек окрестности 0 ( х о)

точки хо, отличных от хо, называется проколотой окрестностью
о

точки хо и обозначается 0 (хо).
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Следовательно, если xq —  конечная точка, и О(хо) =  (а; 6), то
о
О(хо) =  (а;хо) U (хо;6). А  если х<) —  бесконечно удаленная точка,

о
то, по определению, О(хо) =  О(хо).

Теперь определение предела функции по Коши можно сформу­
лировать следующим образом: / (х) -+ с при х —> хо, если

VO(fc) ЗО(х0) :  Vx G О(хо) П D j f ( x )  G О(с), (1)
где £>/ —  область определения функции /, а х0 —  предельная 
точка множества О/.

П р и м е р  1. lim с* =  с* Vxo G R.
Х-* *0

Реш ен ие .  Пусть сначала с >  1. Тогда, если (а ;6) —  окрест­
ность точки уо =  с*° и а >  0, то logc a <  хо <  logc 6, т.е. интервал 
(logr a; log. 6) —  окрестность точки хо, причем такая, что 

Vx G (logc a; logc 6) с* G (a; 6).
Если же a <  0, то

Vx G ( “ Оо; logc 6) с* G (0; 6) С (а; 6).
Д ля с >  1 утверждение доказано. В случае, когда 0 <  с <  1, 

оно доказывается аналогично.
П р и м е р  2.

lim с* =  +оо Vc >  1.
*-*+оо

Действительно, для любого 6 >  0 имеем:
Vx >  logc b с* > Ь , 

что доказывает наше утверждение.
Сделаем несколько замечаний относительно определения Коши 

предела функции в точке.
Л е м м а  2. Если хо € R  и с € R, т о  условие (1) равносильно

условию:

Ve >  0 3J >  0 : Vx G 6 * (x0) П D f  / (х ) G Ов(с). (2)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если выполняется условие ( 1), то, очевид­

но,

Ve >  0 ЗО(х0) : Vx G О (х0) П D f f ( x )  G Ое(с).
Пусть О(хо) =  (а; 6). Положим

£ =  min{xo — а; Ь — хо}.
Тогда О *(х0) С О(хо), и поэтому

Vx G О* (х0) П О/ / (х ) G Ос (с ), 
т.е. выполняется условие (2)'.

Пусть теперь выполнено условие (2). Тогда если 0 (c ) =  {А, В)  
и е =  min{c — Л; В  — с}, то

Э* >  0 : Vx G 0 * (*о ) П D/(x) / (х ) G Ое(с) С О(с),
т.е. выполняется условие ( 1). Лемма 2 доказана.
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Из доказанной леммы следует, что определение Коши конечного 
предела уо функции / (х) в конечной точке хо можно сформулировать 
следующим образом: lim / (х )= уо , если выполняется условие (2).

X —¥Xq

В простейшем случае, когда функция / (х) определена в не­
которой проколотой окрестности точки хо, это определение часто 
формулируют так:

Число с называется пределом функции / (х ) в точке хо, если 
для каждого • е >  0 существует 6 >  0 такое, что для любого 
х, удовлетворяющего неравенствам 0 <  |х — хо| <  6> справедливо 
неравенство |/(х) — с| <  е.

П р и м е р З .  lim sin х =  sin хо Vxo € R*
*-fXo

Действительно, так как

|sinх — sinxo| <  |x — xo|,

то, очевидно, условие (2) выполняется при 8 =  е.

2.3. Свойства пределов функций. Сначала сформулируем не­
сколько теорем, которые являются простыми следствиями ана­
логичных теорем для последовательностей и определения Гейне 
предела функции.

Т е о р е м а  1. Если lim / (х ) =  с, то lim|/(x)| =  |с|.
ХЧХо

Т е о р е м а  2. Пусть функции <р(х) и ф(х) определены на мно­
жестве X , имеют пределы при х —У хо по множеству X  и

<р(х) <  ф(х) Vx G X,  х ф  х0.

Тогда, если эти пределы равны, то любая функция / (х), х Е X , 
такая, что

(р{х) <  / (* ) <  Ф(х ) Vx 6 X,  х ф  х0, 

имеет предел при х —► хо и

lim <р(х) =  lim /(х) =  lim 0 (х).
Х*4Хо Х*4Хо Х*Ч1о

Т е о р е м а  3. Пусть функции / (х ) и у (х ) определены на мно­
жестве X  и имеют пределы при х —У x q , х  £  X .  Тогда, если 
существует окрестность О(хо) точки хо такая, что

/(х) <  у (х ) Vx G ХП  О (аго), 

то
lim f i x )  <  lim у(х ).

Х*4*0 Х*4®0

Заметим, что в теоремах 1, 2, 3 рассматриваемые пределы могут
быть как конечными, так и бесконечными, равными +оо или —оо, а
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точка хо —  конечной или бесконечно удаленной предельной точкой 
рассматриваемых множеств. Аналогичное замечание относится и к 
следующей теореме.

Т е о р е м а  4. Пусть функции f ( x )  и д (х )  определены на мно­
жестве X  и имеют пределы при х —> хо, х ё  X . Тогда, если

Н т / (х ) <  lim $ (* ), 
х—>Хо

то существует окрестность 0 (х о) точки хо такая, что

/ (* ) <  0 (* ) Vx € ХП О (х0).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

lim f ( x )  =  A, lim g(x )  =  В.
X - ¥ X q Х - ¥ Х 0

Тогда существует число с такое, что А <  с <  В  и, следовательно, 
интервалы (—оо;с) и (с;+оо) являются окрестностями точек А и 
В. Согласно определению Коши предела функции, существуют 
окрестности O ' ( xq) и 0 " ( хо) точки хо такие, что

/(х) G (-о о ; с) Vx G О' (хо)  П X ,

flf(x) G (с; +оо) Vx G О "(х0) П X.

Если теперь положим О (х0) =  O '(xq) П О "(хо), то

/ (х) <  с <  g(x)  Vx G О  (х0) П X.

Теорема 4 доказана.
Теперь сфррмулируем теорему о пределе суммы, разности, про­

изведения и частного, в которой точка хо может быть как конечной, 
так и бесконечно удаленной, а рассматриваемые пределы, в общем 
случае, могут быть только конечными.

Т е о р е м а  5. Если функции / (х ) и д(х)  определены на множе­
стве X  и имеют конечные пределы при х —V хо по множеству X , 
то сумма, разность и произведение этих функций тоже имеют 
конечные пределы при х —¥ хо по множеству X  и

lim ( f ( x )  ± g { x ) )  =  lim f { x )  ±  lim g(x) ,
X —fJPo X—fXo X—fXo

lim f ( x ) g l x )  =  lim f i x )  - lim $(x).
X-4X0 X ~ ¥ X 0 X -+ X O

Если, кроме тогоf lim <j(x) ф 0, mo
X —¥X q

lim
X - » X o

M
g(x )

lim f i x )
X —►Xq

lim $ (x ) '
X - * X 0
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем последнее утверждение. Пусть 

lim / (х) =  A y  Нш $(х) =  В .
JC—>Хо ГЧГо

Из теоремы 1 следует, что lim |$г(я)| =  |В| >  0, и поэтому (см.
a?4io

теорему 4) существует 0 ( х о) такая, что

|у(я)| >  0 Ч х € 0 ( х о ) П Х .

Q
Тогда для любой последовательности { х п}  такой, что xn G ХП  О(хо) 
и lim хп =  хо, имеем:

П-ЮО

.. /(*.) л
п-*оо g (xn) lim д{хп) В '

П «4 0 0

что и доказывает последнее утверждение теоремы.
Другие утверждения теоремы доказать в качестве упражнения. 

Теорема 5 доказана.

П р и м е р  1. l im ------=  1.
*-►0 X

Реш ение .  Как известно, для любого х ф 0, у которого |х| <  —, 
справедливы неравенства

COS X <
sinx

X <  1-

Так как lim cos х =  1, то из этих неравенств в пределе при х —> О
x—f О

(см. теорему 2) получаем то, что требовалось доказать.
‘ .. tgx

П р и м е р  2. urn----=  1.
х-4-0 X

Реш ение .  Из теоремы 5 и из рассмотренных выше примеров 
следует, что

lim *е  _  Ito  * ! £  . В т  _ ] _  =  1 . ,  =  1 .
x—f О X х->0 X х->0 COS X

П р и м е р З .  lim х® =  0 Va >  0.
Х-+0

Реш ен ие .  Д ля произвольного а функция / (х) =  х* определена 
только для х >  0. Поэтому для произвольного а >  0 утверждение 
следует (в силу определения Коши) из того, что для любого е >  0 
существует S =  е1̂ а >  0 такое, что

xa G(0 ;к) V xG (0  ;J).
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Если же а >  0 такое, что степенная функция ха определена и 
для х <  0, то она или четная, или нечетная, и поэтому

я* 6 { -е\е)  Vse е  ( - e 1/ot;e1/of).

Следовательно, рассмотрены все случаи.

2.4. Односторонние пределы. При изучении функций в окрест­
ности некоторой точки часто бывает полезным рассматривать по­
ведение функции слева и справа от данной точки. Простейшей 
характеристикой такого поведения функции являются односторон­
ние пределы.

О п р е д е л е н и е .  Предел при х -+  я о сужения функции /(я) 
на множество (—оо; яо) П D j  называется пределом слева функции 
f ( x )  в точке я о и обозначается /(яо — 0), а предел ее сужения на 
(яо; +оо) D D f  называется пределом справа и обозначается / (яо+0) .

Очевидно, чтобы говорить о пределе слева (или справа) функ­
ции / в точке яо, необходимо, чтобы точка я0 была предельной 
точкой множества (—оо;яо)П1>/ (соотв., (яо; +oo)HD/). Обычно од­
носторонние пределы рассматриваются для функций, определенных 
на промежутках. Тогда, если с =  / (яо± 0 ) ,  то пишут

lim
*-4®о±0 / (* ) = С.

Например, если [я] —  целая часть числа я, то

lim [я] =  0,
х —► 1 — (Г  J

lim [я] =  1.
г-Н+01 J

Если же яо =  0, то вместо 0 ±  0 пишут ±0. Например,

lim [я] =  —1, lim [я] =  0. 
x - * - o L J _ ®-h -ol J

Очевидно, для односторонних пределов справедливы все свойства 
пределов, доказанные в п.2.3.

Т е о р е м а  1. Если функция / (я) определена и монотонна на 
интервале (а; Ь); то в каждой точке яо Е (а; 6) она имеет одно­
сторонние пределы. Причем, если / (я) возрастающая, то

/ (*о -  0) <  / (* о) <  /(*о +  0), (1)

а если убывающая, то

/ (Я о  — 0 ) > / ( я о ) > / ( я о  +  0). (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /(я) монотонно возрастает. Тогда 
для каждого я0 Е (а; Ь)

/ ( * ) < / ( * о) Var € (a ;*o )i
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т.е. множество / ((а ;хо )) ограничено сверху. Следовательно, оно 
имеет точную верхнюю грань, причем, если с =  sup/((а; х0)), то 
с <  / (х0). Докажем, что с =  /(хо -  0).

Пусть (A; JB) —  некоторая окрестность точки с, т.е. А <  с <  В. 
Тогда, согласно определению точной верхней грани,

3хА € (а ;х0) : f ( x A) >  А,

а так как /(х) монотонно возрастает, то

Vx Е (хд ; х0) А <  f ( x A) <  / (х ) < с <  В,

т.е. / (х) Е (А; В)  Vx Е (хд;хо), что и доказывает наше утверждение.
Так же доказывается, что /(хо +  0) =  inf / (х). Неравенство ( l )

r€(fo;b)очевидное.
Случай монотонно убывающей функции рассматривается анало­

гично. Теорема 1 доказана.
Заметим, что функция / (х), удовлетворяющая условиям теоре­

мы 1, во всех случаях имеет конечные или бесконечные пределы 
при х —> а и при х -+ 6. Причем, если функция / ограниченная, 
то оба эти предела конечные, а если неограниченная, то один из 
них обязательно бесконечный.

В заключение сформулируем обобщение теоремы 1 на произ­
вольные монотонные функции.

Т е о р е м а  2. Если функция / (х) монотонна на множестве X  и 
хо — предельная точка множества Х П (—оо;хо), то у функции / (х ) 
в точке хо существует предел слева. Если ж е  хо — предельная 
точка множества ЛТП(хо;+оо), то у f ( x )  в xq существует предел 
справа.

Доказать эту теорему в качестве упражнения.

2.5. Критерий Коши существовании предела функции. Сначала, 
исходя из определения по Гейне, сформулируем и докажем один по­
чти очевидный критерий существования конечного или бесконечного 
предела.

Л е м м а .  Пусть хо — предельная точка множества X . Тогда, 
для того чтобы функция / (х ), х Е X  имела предел при х —> xq, 
необходимо и достаточно, чтобы для любой последовательности 
{ х п}  такой, что

Vn xn Е X , хп ф х0 и Иш Ху) =  х0,
П-* 00 (1 )

последовательность / (xn), n Е N, имела предел (конечный или 
бесконечный).

Доказательство. Необходимость очевидна. Действительно, 
если

lim /(х) =  а, /(х) а при х —у хо,
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то, согласно определению предела функции по Гейне,

Иш /(®„) =  а (2)

для любой последовательности { х п} , удовлетворяющей условиям (1).
Докажем достаточность. Д ля  этого покажем, что предел (2) 

не зависит от выбора последовательности { х „ } ,  удовлетворяющей 
условиям (1).

Пусть {x j j }  и {ж" }  —  произвольные последовательности, удо­
влетворяющие условиям (1). Очевидно, последовательность { х п} , у 
которой Х2к-\ =  х'к и Х2к =  2% Vfc € N, тоже удовлетворяет усло­
виям (1). Тогда, согласно условию, последовательность {/ (х „ ) }  
имеет предел. А  так как {x j, }  и { х " }  —  подпоследовательности 
последовательности { х п} ,  то

l i m / « )  =  l im /(® ") =  ton / (*„)•
П -Ю О  П —¥ ОО П Ч О О

Согласно определению предела функции по Гейне, этот общий 
предел и будет пределом функции / (х ) при х —> х<>. Лемма 
доказана.

Теперь, исходя из определения предела по Коши, для функций 
сформулируем и докажем критерий Коши существования конечного 
предела, аналогичный критерию Коши для последовательностей.

Т е о р е м а .  Пусть хо — предельная точка множества X  
(конечная или бесконечная). Тогда, для того чтобы функция / (х), 
х G X , имела конечный предел при х —► хо, необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялось условие: для любого е >  0 существует 
окрестность О(хо) точки хо такая, что

V®,®' € 6 (х о) П Х  . |/(®) -  /(®')| <  е. (3)

Это условие называется условием Коши, а теорема —  критерием 
Коши существования предела функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если функция /(х) при х -> хо имеет 
конечный предел А, то, согласно определению, для любого е >  О 
существует окрестность 0 (хо ) точки х<) такая, что

V® € 0 (*о ) П X  | / (® )-Л | < | .

Отсюда следует, что для этой окрестности 0 (х о) выполняется 
условие (3), так как

а \ +  \а -

Необходимость условия Коши для существования конечного пре­
дела у /(х) при х —► хо доказана. Докажем достаточность.
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Пусть функция / (х ) в окрестности точки хо удовлетворяет усло­
вию Коши, т.е. для любого е >  0 существует окрестность О (х0) 
такая, что выполняется неравенство (3). Бели теперь последова­
тельность xn, п G N, такая, что

Vn хп G Х у хп ф х о и lim хп =  х0, (4)
п-+оо

о
то 3N  : Vn >  N  хп GO(xo), и поэтому

Vn,m  >  N  |/(х„) -  f ( x m) | <  е.

Отсюда следует, что последовательность уп =  / (xn), п G N, удо­
влетворяет условию Коши. Согласно критерию Коши, она имеет 
конечный предел. Так как это утверждение справедливо для любой 
последовательности хп, удовлетворяющей условиям (4), то, соглас­
но доказанной лемме, функция /(х) при х -> хо имеет предел. 
Теорема доказана.

§ 3. Непрерывные функции
3.1. Определение непрерывности. Точки разрыва. Начнем с 

определения непрерывности функции в точке, но прежде заметим, 
что точки любого множества делятся на предельные и изолированные 
(которые не являются предельными для него).

О п р е д е л е н и е  1. Функция / (х) называется непрерывной в 
предельной точке х<) € D f y если предел / (х ) при х —> хо существует 
и равен /(хо). В любой изолированной точке множества D f 
функция /(х) считается непрерывной.

Согласно этому определению, функции

у =  х2 +  1 и у =  V  — sin2 х

непрерывны в любой точке из области определения: первая непре­
рывна в любой точке х G №, а вторая —  в любой точке хп =  П 7 Г ,  

n G N.
О п р е д е л е н и е  2. Если функция / (х ) непрерывна в точке 

хо € D j,  то Хо называется тонкой непрерывности функции /. 
В противном случае точка х0 G D/ называется точкой разрыва 
функции /.

К точкам разрыва функции / обычно относят и точки хо G К, 
которые не принадлежат £)/, но являются предельными точками и 
для множества D / П ( - оо;хо), и для множества D j  П (хо; +оо).

Например, для функций у =  sgnx и у =  1/х точка хо =  0 являет­
ся точкой разрыва, а любая точка хо Ф 0 —  точка непрерывности.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть х0 —  точка разрыва функции /. 
Тогда, если у / (х ) существует конечный предел при х —»хо, то хо 
называется точкой устранимого разрыва. Бели же у / (х ) в точке
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яо существуют конечные односторонние пределы, но они не равны, 
то яо называется точкой разрыва первого рода. Все другие точки 
разрыва функции называются точками разрыва второго рода.

Согласно этому определению, функция у =  sgnx в точке хо =  О 
имеет разрыв первого рода, а функция у =  |sgnx| —  устранимый 
разрыв.

Функции
1 1 . 1

в точке Яо =  0 имеют разрывы второго рода.
Переформулируем определение 1 непрерывности функции в точ­

ке на языке последовательностей и окрестностей.
О п р е д е л е н и е  4. Функция / (х) называется непрерывной в 

точке хо Е Z?/, если для любой последовательности { х п} такой, 
что хп Е D f и lim хп =  хо, последовательность уп =  /(яп), п Е N,

пчоо
сходится и ее предел равен уо =  /(яо).

Очевидно, если точка хо Е D j —  предельная точка для D/, то, 
согласно этому определению, функция / (х) непрерывна в точке хо, 
если

lim / (х) =  / (х0),

так как условие хп ^ я 0, имеющееся в определении предела, здесь 
несущественно. Бели же хо —  изолированная точка множества 
D/, то любая последовательность { x n}, хп Е D/, сходящаяся к 
хо, является стационарной, и поэтому /(яп) =  /(хо), начиная с 
некоторого номера.

О п р е д е л е н и е  5. Функция / (х) называется непрерывной в 
точке хо € D f, если выполняется условие:

VO(y0) ЭО(х0) :  Vx € O ( x 0) n D f  / ( х ) б О (у о ) .  (1)

В простейшем случае, когда функция /(х) определена в неко­
торой окрестности точки хо, условие (1) принимает вид:

VO(yo) ЭО(хо) : Vx € О (х0) / (я) Е О (у0). (2)

В этом случае определение непрерывности функции в точке обычно 
формулируют следующим образом.

О п р е д е л е н и е  6. Функция /(я), определенная в окрестности 
точки хо, называется непрерывной в точке хо, если для любого 
е >  0 существует S >  0 такое, что для любого х, удовлетворяющего 
условию |х — хо| <  справедливо неравенство |/(я) — /(хо)| <  £.

Из соответствующих теорем о пределах функций, как следствия, 
получаются следующие утверждения о непрерывных функциях.

Т е о р е м а  1. Если функция / (х) непрерывна в точке Хо, то 
функция у =  |/(х)| тоже непрерывна в точке хо-
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Т е о р е м а  2. Если функции /(ж) и д(х )  непрерывны в точке xq, 
то функции f ( x ) ± g { x )  и f ( x ) g ( x )  тоже непрерывны в точке жо. 
Если, кроме того, у(жо) ^  О, то и функция f (x )/g (x )  непрерывна в 
точке жо.

Т е о р е м а  3. Если функция (p(t) непрерывна в точке to, а 
функция /(ж) непрерывна в точке жо =  <p(t), то сложная функция 

непрерывна в точке to.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { tn} такая, что 

tn € D^, хп =  ip(tn) € D f  Vn и lim tn =  t0* Тогда xn -► жо припчоо
n  - > o o  И

lim f(<p(tn) )  =  lim f ( x n) =  f ( x 0) =  f(<p(t0))-

Теорема 3 доказана.
О п р е д е л е н и е  7. Функция /(ж) называется непрерывной слева 

(справа) в точке жо € D f, если /(ж0—0) (соотв., /(ж о+0 )) существует 
и равен / (жо).

Очевидно, функция у =  [яг], где [ж] —  целая часть числа ж, 
во всех нецелых точках жо непрерывна, а в целых точках имеет 
разрыв первого рода, причем в этих точках она непрерывна справа 
и разрывна слева.

О п р е д е л е н и е  8. Функция /(ж) называется непрерывной на 
множестве X  С D f,  если ее сужение на множество X  есть непре­
рывная функция в любой точке ж„ 6 X .

Например, функция у =  ж3 непрерывна на R, функция у =  1/ж 
непрерывна на каждом из интервалов (—оо;0) и (0 ;+оо), а функция 
у =  [ж] непрерывна на каждом промежутке (р;р +  1), где р целое.

3.2. Свойства функций, непрерывных на ограниченных замкну­
тых множествах. Напомним, что простейшим ограниченным замкну­
тым множеством действительных чисел является отрезок. Ниже, 
для простоты, можно считать, что рассматриваемые функции опре­
делены и непрерывны на отрезках.

Т е о р е м а .  Если функция / непрерывна на ограниченном за­
мкнутом множестве X , то множество f ( X )  ограниченное и 
замкнутое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция / непрерывна на мно­
жестве X , то у каждой точки Жо € X  существует окрестность О(хо)  
такая, что

|/(ж) -  /(ж0)| <  1 Уж G О(ж0) П X .

Совокупность интервалов О(жо), ж0 € X,  является покрытием 
множества X . Согласно лемме Гейне-Бореля, из этого покры­
тия можно выбрать конечное число интервалов О(жх),.. . ,0 (ж ^ ), 
которые снова (Образуют покрытие множества X .
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Положим m =  min(/(®j) -  1), М  =  т а х(/(®,) +  1). Тогда,
3 3

очевидно,
т  <  / (х) <  М  Vx G X.

Ограниченность множества / (X ) доказана. Докажем замкну­
тость множества f ( X ) .

Пусть теперь уо — предельная точка множества f ( X ) .  Тогда 
существует последовательность { у „ }  такая, что

Уп е f ( X )  Vn и lim уп =  у0.
п-юо

Через хп обозначим точку из X , в которой / (хп) =  уп. Последова­
тельность { х п}  ограничена, поэтому у нее существует сходящаяся 
подпоследовательность { x njk}. Так как множество X  замкнутое, 
то точка хо =  lim хПк принадлежит X . А так как функция /fc-foo
непрерывна в точке хо G X , то lim f [ x nk) =  /(хо). Следовательно,к-¥ оо
Уо =  / (х0), т.е. у0 G / (X ). Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если функция / непрерывна на ограниченном 
замкнутом множестве X , то среди элементов множества / (X ) 
есть как наибольшее, так и наименьшее.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По доказанной выше теореме, множество 
/ (X ) ограниченное и замкнутое, поэтому (см. теорему 1 из п. 7.3 
гл.1) среди его элементов есть и наибольшее, и наименьшее. След­
ствие доказано.

Доказанное следствие обычно формулируют следующим обра­
зом: Если функция непрерывна на некотором отрезке, .то она на 
этом отрезке имеет как наибольшее, так и наименьшее значение.

Следующие примеры показывают, что все условия теоремы и 
следствия существенные.

Непрерывная на ограниченном интервале (0; 1) функция у =  1/х 
является неограниченной на (0;1).

Непрерывная на неограниченном промежутке [0;+оо) функция 
у =  х является неограниченной на [0;+оо). (Заметим, что проме­
жуток [0;+оо) —  замкнутое множество.)

Непрерывная на интервале (0; 1) функция у =  х на (0; 1) не 
имеет ни наибольшего значения, ни наименьшего.

Непрерывная на промежутке [0;+оо) функция у =  1/(1 +  х2) на 
[0;+оо) не имеет наименьшего значения.

3.3. Свойства функций, непрерывных на промежутках. Заметим, 
что любой промежуток А  числовой прямой IR обладает следующим 
свойством: если a G А , 6 G А , а <  6, то и [а; 6] С А . Очевидно, 
справедливо и обратное утверждение : если числовое множество 
обладает этим свойством, то оно является промежутком.
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Т е о р е м а  1. Если функция f  на промежутке А  непрерывна и 
принимает значения А и В, А <  В, то она на А  принимает и 
любое промежуточное значение С  Е (А) В ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию, в А  существуют точки а и b 
такие, что /(а) =  А, /(6) =  В. Если, например, а <  6, то [а; 6] С А .

Через ci обозначим середину отрезка [а ;6]. Если f (c\)  =  С, то 
утверждение доказано.

Пусть / (c i) ф С. Тогда, если /(сх) >  С, то положим ai =  a, 
6i =  ci, а если f (c\)  <  С, то ai =  сх, 6i =  Ь, и поэтому всегда
/(<*0 <  С  <  /(6Х).

Отрезок [ax;6i] снова разделим пополам, и через С2 обозначим 
его середину. Если /(с2) =  С, то утверждение доказано. Если же 
/(с2) ф С, то через [а2;62] обозначим ту половину, для которой 
f (a  2) < С  <  /(62) , и т.д. Процесс или обрывается на некотором шаге, 
и тогда утверждение доказано, или получается последовательности 
вложенных отрезков [an;&n] таких, что lim (Ьп — an) =  0 и

п-юо

/ (а „) <  С  <  f (bn) Vn. (1)

Известно, что последовательности {аЛ}  и {Ьп} сходятся и их 
пределы равны. Пусть

lim ап — lim Ьп =  с.
n-foo п—юо

Очевидно, с 6 [п; 6]»
Так как функция / непрерывна в точке с, то из неравенств (1) 

в пределе при п оо получаем равенство /(с) =  С.
Случай, когда а >  6, рассматривается аналогично. Теорема 1 

доказана.
Эту теорему называют теоремой о промежуточных значениях. 

Ее можно сформулировать следующим образом: Если функция
f  непрерывна на промежутке А , то множество / (А ) является 
промежутком.

А в терминах отображений она формулируется еще короче: 
При непрерывном отображении образом промежутка является 
промежуток.

Обратное утверждение является неверным. Например, функция 
f ( x ) t равная sin(l/x) для х ф 0 и /(0) =  0, является разрывной 
в точке х =  0, однако у нее образ любого отрезка есть отрезок. 
Докажем, что для монотонных функций обратное утверждение 
является верным.

Т е о р е м а  2. Если функция / определена и монотонна на 
промежутке А и /(А) — промежуток, то f  непрерывна на А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что функция / разрывна в 
точке хо G А . Так как она монотонна, то х<) —  точка разрыва 
первого рода. Пусть, например, /(хо — 0) ф /(хо). Тогда функция
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/ не принимает значения, лежащие между /(ж0 — 0) и / (х0), и 
поэтому / (Д ) не является промежутком, что противоречит условию. 
Следовательно, / (ж<) — 0) =  / (жо). Аналогично доказывается, что 
/(жо +  0) =  /(ж0), если, конечно, ж<> не является правым концом 
промежутка А . Теорема 2 доказана.

Т е о р е м а  3. Если функция f  непрерывна на отрезке Д, то /(Д ) 
— отрезок.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть m =  in f/ (A ), М  =  8ир/(Д). Тогда, 
очевидно, / (Д ) С [т ;М ],  а так как функция / непрерывна на 
отрезке А , то (см. п.3.2) она на Д принимает значения m и М , 
а по теореме 1 и все значения из отрезка [т\М].  Следовательно, 
/ (Д ) =  [m; М ]. Теорема 3 доказана.

Таким образом, при непрерывном отображении образом отрез­
ка всегда является отрезок. Однако, как показывают примеры, 
образом интервала может быть любой промежуток.

3.4. Непрерывность обратной функщш. Д ля  обратных функций 
имеет место следующее общее утверждение.

Т е о р е м а  1. Если функция у =  /(ж) определена и строго моно­
тонна в некоторой окрестности точки хо, то обратная функция 
ж =  <р(у) непрерывна в точке уо =  /(жо).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция у =  /(ж) строго возрастает 
на 0(жо). Тогда она на О(жо) обратима, и обратная функция 
х =  (р{у) строго возрастает на множестве / (0 (хо )).

Пусть (а; 6) —  некоторая окрестность точки жо. Не ограничивая 
общности, будем считать, что (а; 6) С 0(x<j). Тогда о <  жо <  6, 
/(а) <  уо <  /(6) и

V » € (/ (« ) ;/ (6 ) )  п д ,  ? ( у ) е М ) .

Следовательно, функция у?(у) непрерывна в точке уо.
Случай строго убывающей функции рассматривается аналогично. 

Теорема 1 доказана.
Докажем еще одну теорему о непрерывности обратной функции.
Т е о р е м а  2. Если строго монотонная функция f  непрерывна на 

промежутке Д, то обратная функция непрерывна на промежутке
/(А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ранее доказано, что строго монотонная 
функция / имеет обратную /-1 . В п.3.3 доказано, что если / 
непрерывна на промежутке Д, то / (Д ) —  промежуток. Следова­
тельно, обратная функция /-1 определена на промежутке / (Д ) и, 
по самому определению, /_1(/ (Д )) =  Д. Так как f ~ l монотонная 
на / (Д ), то, в силу теоремы 2 из п.3.3, непрерывна на / (Д ). 
Теорема 2 доказана.
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§ 4. Непрерывность элементарных фунющй
4.1. Многочлены и рациональные функции. Напомним, что мно­

гочленом или целой рациональной функцией называется функция 
вида у =  £ £ _ 0а*х*| где а* —  некоторые числа. Она определена 
на всей действительной оси №.

Т е о р е м а  1. Любой многочлен является непрерывной функцией, 
на №.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как любой многочлен получается ив 
функций у — с и у =  х с помощью конечного числа сложений ц 
умножений, а эти функции непрерывны на R, то и любой многочлен 
непрерывен на № (см. теорему 2 из п. 3.1). Теорема 1 доказана.

Напомним, что рациональная функция —  это отношение двух 
многочленов. Она определена всюду, где знаменатель не обращается 
в нуль.

Т е о р е м а  2. Рациональная функция непрерывна в любой точке 
области определения.

Доказательство следует из теоремы 1 и из теоремы 2 п.3.1.

4.2. Показательная и логарифмическая функщки. Показательная 
и логарифмическая функции рассматривались еще в п.1.3. Предел 
показательной функции в точке ®о € № вычислялся в примере 1 из 
п.2.2.

Т е о р е м а  1. Показательная функция непрерывна на №.
Доказательство было проведено в примере 1 из п.2.2.
Т е о р е м а  2. Логарифмическая функция непрерывна на интер­

вале (0;+оо).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это утверждение следует из теоремы о 

непрерывности обратной функции.
Для лучшего понимания проведем доказательство без ссылок 

на указанную теорему.
Пусть с >  1, ®о >  0, уо =  logc®o- Тогда для любого интервала 

(а; 6) выполняется условие: если уо Е (а, 6), то ®о Е (са;сь), и

Vx € (ca; сь) logc х G (а; 6),

что и доказывает теорему 2 в случае с >  1. Теорема 2 доказана.

4.3. Степенная функция. Степенная функция рассматривалась 
еще в п. 1.4. В примере 3 из п. 2.3 было доказано, что

lim ха =  О
®-40

для любого а >  0.
Т е о р е м а .  Степенная функция непрерывна в любой точке обла­

сти определения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Непрерывность степенной функции у =  ха 
на интервале (0;-foo) следует из теоремы о непрерывности компо­
зиции непрерывных функций, так как у =  ел|пх, а показательная 
и логарифмическая функции непрерывны.

Если а такое, что степенная функция у =  ха определена и 
при х <  0, то она на Ш или четная, или нечетная, и тогда ее 
непрерывность на интервале (—оо;0) следует из непрерывности на 
интервале (0 ;+оо). Если же а >  0, то степенная функция определена 
и при 2 =  0. Этот случай рассмотрен в п.2.3 в примере 3. Теорема 
доказана.

Для лучшего понимания приведем прямое доказательство не­
прерывности степенной функции у =  2®, где а >  0, на интервале 
(0;+оо).

Пусть хо >  0, уо =  и (а; 6) —  некоторая окрестность точки 
уо. Без ограничения общности можно считать, что а >  0. Тогда 
х0 € ( а ' / * , Ь ' ' а), и

4 x € ( a V a;bl t a) * “ € (а ;6 ) ,

что и доказывает теорему в случае а >  0 на интервале (0 ;+оо).

4.4. Тригонометрические функции. Тригонометрические функции 
определялись в п.1.5., там же определялись и обратные тригономе­
трические функции.

Т е о р е м а  1. Тригонометрические функции 

у =  sin 2 и у =  cos 2

непрерывны на М.
Доказательство непрерывности косинуса приведено в п.2.1, (см. 

пример 1), а доказательство непрерывности синуса — в п.2.2, (см. 
пример 3).

Т е о р е м а  2. Тригонометрические функции 

у =  tgx и у =  ctgx

непрерывны в любой точке области определения.
Доказательство следует из непрерывности синуса и косинуса и 

из теоремы о непрерывности отношения непрерывных функций. 
Т е о р е м а  3. Обратные тригонометрические функции

у =  arcsin 2 и у =  arccos х

определены и непрерывны на отрезке [—1; 1].
Т е о р е м а .4 .  Обратные тригонометрические функции

у =  arctgx и у =  arcctgx

определены и непрерывны на всей действительной оси.
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Теоремы 3 и 4 следуют из непрерывности тригонометрических 
функций и из теоремы о непрерывности обратной функции.

В заключение докажем теорему о непрерывности произвольной 
элементарной .функции.

Т е о р е м а  5. Любая элементарная функция непрерывна в любой 
точке области определения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как любая элементарная функция, по 
определению, получается из основных элементарных функций с 
помощью конечного числа арифметических операций и композиций, 
то ее непрерывность в любой точке области определения следует из 
непрерывности элементарных функций, теоремы о непрерывности 
суммы, разности, произведения и отношения непрерывных функций 
и теоремы о непрерывности сложной функции. Теорема 5 доказана.

4.5. Замечательные пределы. Ранее было доказано, что

lim “ i  =  1.
®->0 X (1)

lim
«-►+00

е. (2)

В этом пункте, используя эти пределы и теорему о замене пе­
ременного под знаком предела, вычислим еще несколько важных 
пределов.

Т е о р е м а .  Если функция <р(х) имеет предел при х —> хо и он 
равен уо, а функция /(у) имеет предел при у уо и} кроме того, 
Vx G Dy ч>{х) G Df , (p(x) ф уо, то сложная функция f{<p(x)) имеет 
предел при х —> Xq и

lim f{<p(x)) =  lim /(у). 
x-*xo  y-*yo

(3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть последовательность { x n}  такая, что 
Vn хп G Д/>, хп ф хо и lim хп =  хо. Тогда последовательность

п-юо
уп =  у>(хп) СХОДИТСЯ К Уо при п - ^ о о  и

lim / М * „ ) )  =  lim / (у „) =  lim /(у).п-»оо п~¥ оо У-»Уо

Теорема доказана.
Формула (3) называется формулой замены переменного под зна­

ком предела. В ней хо и все рассматриваемые пределы могут быть 
как конечными, так и бесконечными.

arcsinx
П р и м е р  1. lim ----------=  1.

г-Ю X
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Р е ш ен ие .  Сделаем замену y=arcs inx ,  ж =  sin у. Тогда у —► О 
при х —► 0, все условия теоремы о замене переменного под знаком 
предела выполнены, и поэтому

arcsin х у
l im ----------=  lim — —  =  1.
®-* о х у-*о sin у

В конце мы воспользовались формулой (1). 
П р и м е р  2.

lim f l  +  Л  =  е.г-»-оо у X/ (4)

Р еш ен ие .  Сделаем замену у =  —х. Тогда у -Н -оо  при х —> —оо и 

lim f l  +  l V =  lim ( l - r f ,®->-oo \ X / У-Н-00  ̂ у  J

если последний предел существует. Найдем этот предел. Так как

то, положив t =  у — 1, получим t - *  +оо при у —> -foo и 

lim ( l - - )  У =  lim f l  +  y )  + =  е.
у-Н-оо \ у)  t-M-оо \ / /

В конце мы воспользовались формулой (2) и теоремой о пределе 
произведения.

Из (2) и (4) следует формула
х

lim
®-юо К Ь

П р и м е р З .  l im( l  +  х )1!х =  е.

Реш ен ие .  Сделаем замену у =  1/х. Тогда у - ю о  при х ч О и

lim(l + xW* = lim f l  + -^  = е.
*-+ох у-юо \ у/

lo<r (1 -f. х)
П р и м е р  4. lim 60 1-------- =  loge e, где, как обычно, о >  О,г—►О X

а #  1.
Р е ш ен ие .  Сделаем замену у = (1  +  «с)1/*. Тогда у —>е при г  —>0 и

lim
®-*о

loga( l  +  х )
lim loga у =  loge е.

X
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В конце мы воспользовались непрерывностью логарифма. В част­
ности, если а =  е, то

lim
г-*0

1п(1 +  х )
X

=  1.

П р и м е р  5. lim ------- =  In а.
г—fO X

Реш ен ие .  Сделаем замену у = а г — 1. Тогда

а* - 1  г у 1
l im --------=  lim ----- ------ г =  -------
r-fO х у->0 loga( l  +  у) loge е

В частности,

r-vO X

у —► 0 при я — и 

=  In а.

§ 5. Сравнение асимптотического поведения 
фушпщй

5.1. Функщш щщого порядка при х  - *  х 0. Во многих случаях 
важно знать поведение данной функции f ( x )  при х -У хо, где хо — 
предельная точка множества X , на котором определена функция 
/. Для этого ее сравнивают с некоторой другой функцией у (я), 
которая в некотором смысле проще или более изучена в окрестности 
точки хо•

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функции f ( x )  и у (я) определены 
на множестве Х } и пусть яо —  предельная точка множества X  
(конечная или бесконечная). Говорят, что функция f ( x )  есть 
О-болъшое от у (х ) при я х<), и пишут

/ (* ) =  0 ( j ( * ) )  ПРИ х хо,

если существуют постоянная С  >  0 и окрестность точки яо такие, 
что в этой, окрестности для любого х € X , х ф яо, выполняется 
неравенство

1/(*)1 <  с ш \ -

В частности, запись / (х ) =  0 (1 ) при я —► яо означает, что функ­
ция /(я) ограничена в некоторой окрестности точки яо> Например,

sin я =  0 (1 ) при х —} О,

sin х =  0 (1 ) при х —► +оо,

sinx =  0 (х ) при х —► О,

sin2 х =  O(sinx) при х -► +оо.
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Очевидно, если / (х) =  0 (д ( х ) )  и д(х)  =  0 (у (х ))  при х х0, 
то / (х) =  0(<р(х)) при х ®о» т.е. символ О-болъшое обладает 
свойством транзитивности. Д ля него справедлива и так называ­
емая теорема сложения: если / (х) =  0(<р(х)) и у (х ) =  0(ф(х ) )  при 
х -► х0, то f ( x )  +  g(x)  =  0(^>(®)) при х хо.

О п р е д е л е н и е  2. Если / (х) =  0 (д ( х ) )  и у (х ) =  0 (/ (х ) )  при 
х -> хо, то функции / (х) и у (х ) называются функциями одного 
порядка (или подобными функциями) при х —» хо. В этом случае 
пишут:

/ (х ) х  д(х )  при х —у Хо*

Т е о р е м а  2. Пусть 
бесконечная) множества 
и у, и пусть

хо — предельная точка (конечная и 
X, на котором определены фикции /

Ш п Ш }
|у(х)|

=  к.

Тогда, если О <  к <  +оо, то / (х ) х  у (х ) при х —> х0; если ж е fc =  О, 
то / (х) =  0 (у (х ))  при х —f хо, а если fc =  +оо, т о  у (х ) =  0 (/ (х ))  
при х -► хо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если О <  к <  +оо, то существует окрест­
ность 0 (х о) точки хо такая, что

* |/(«)| 3*
2 <  И *)|  *  2

Vx G О (*о ) О X.

Если же fc =  0, то

ЗО(аго): Ш }  < 1 Чх€О(х0)Г\Х,

а если к =  +оо, то

ЭО(яо) : Г Г Т Т > 1 V a r € 0 ( x o ) n x r
т * ) \

Теорема доказана.
Таким образом, например,

sin х х  х при х -*  О,

sin Зх х  х при х —► О,

2х2 +  х +  3 х х 2 при х +оо.

Очевидно, если / (х) х  у (х ) и у (х ) х  <р(х) при х хо, то 
/ (х) х  ^ (х ) при х —у Хо, т.е. отношение подобия обладает свойством 
транзитивности.
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Если функции /(х) и д(х)  при х —> хо являются бесконечно ма­
лыми (или большими) и подобными, то они называются бесконечно 
малыми (соотв., большими) одного порядка при х —> хо. Например, 
функции / (х) =  х2 и <7(х ) =  sin23x при х —¥ 0 являются бесконечно 
малыми одного порядка, а функции / (х ) =  х2 и ip(x) =  (Зх +  I ) 2 
при х -*  +оо являются бесконечно большими одного порядка.

5.2. Функщ т разных пордодов при х  х 0. В предыдущем 
пункте был определен символ О-большое и изучены его свойства. 
Здесь введем символ о-малое и рассмотрим его свойства.

О п р е д е л е н и е .  Пусть функции / (х) и <7(х) определены на 
множестве X , и пусть хо —  предельная точка множества X  
(конечная или бесконечная). Говорят, что функция f ( x )  есть 
о-малое от <z(x) при х —> хо, и пишут

/ (х ) =  о ($ (* )) при Х - > Х 0,

если в некоторой окрестности точки хо для любого х € X , х ф хо 
выполняется неравенство

|/(х)| <  а(х)|</(х)|,

где функция а (х ) является бесконечно малой при х —► хо.
В частности, запись / (х) =  о(1 ) при х —► хо означает, что 

/(х) является бесконечно малой при х хо. Например,

sin х =  о (1) при х —► О,

sin х =  о (х 1/3) при х —► О,

х2 =  о (х ) при X —► О,

X =  о (х2) при X —> +оо.

Очевидно, если

lim Щ  =  0, 
*-► *0 9 (х )

то / (х) =  о (д (х ) )  при х -¥  хо- Действительно, обозначив отношение 
l/(x)|/jff(x)| через а (х ), получим: |/(х)| =  о(х)|у(х)| и а (х ) =  о (1 ) 
при X — > Хо.

Л е м м а .  Если / (х ) =  0 (д (х ) ) ,  а д (х )  =  о(у>(х)) при х -¥  х0, то 
/ (х ) =  о (у>(я)) при х —> Хо-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия следует, что существует окрест­
ность точки хо такая, что в этой окрестности для любого х Е X , 
х ф Хо, выполняется неравенство:

1/(*)1 <  С|<?(х)|,
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где С  — некоторая постоянная. А  так как $(х) =  о((р(х) )  при 
х - *  хо, то существуют окрестность точки хо и функция а (х ) =  о (1 ) 
при х -¥ Хо такие, что

И *)1  <  <*(*)М *)1

для любого х Е Х ,  х ф хо, из указанной окрестности. Поэтому

1/(*)1 <  С а ( х ) Ш \

для любого х Е X , х ф хо, из некоторой окрестности точки хо. 
Лемма доказана.

Из этой леммы следует, что если / (х ) =  о (^(х ) )  и д{х)  =  о(<р(х)) 
при х -¥ хо, то / (х) =  о(<р(х)) при х —У х0.

Аналогично доказываются следующие утверждения:
1. Если / (х) =  о(ф(х ) )  и д(х )  =  о(у>(х)) при х -¥ хо, 

то / (х) ±  $ (х) =  о(<р(х)) при х -> Хо*
2. Если / (х ) =  о(у?(х)), а д(х)  =  0(у>(х)) при х х0, 

то /(х)^г(х) =  о { р 2{х) )  при х —► хо.
Доказать эти утверждения в качестве упражнения.

5.3. Эквивалентные функщш при х - *  х 0. Пусть, как и в 
предыдущих пунктах, функции /(х) и д(х )  определены на множестве 
X , и пусть хо —  предельная точка множества X .

О п р е д е л е н и е .  Говорят, что функция / (х ) эквивалентна функ­
ции <7(х) при х —> Хо, и пишут / (х) ~  д(х )  при х —» хо, если

/(х) -  д{х)  =  o(flf(x)) при х -► х0* (1)

Т е о р е м а  1. Если / (х ) ~  д(х )  при х —► хо, mo ti $(х) ~  / (х ) 
при х —> Хо*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия: / (х ) ~  <z(x) при х —> хо, 
следует, что в некоторой окрестности точки хо для любого х Е X , 
х ф хо, выполняется неравенство:

|/(х) -flf(x)| <  a{z)\g{x)\t (2)

где а (х ) =  о(1 ) при х —»хо. В частности,

И *)1  - 1/(*)1 <  <*(*)1#(*)1. (1 -  « ( * ) )М * )1  <  1/(*)1-

Отсюда и из неравенства (2) следует, что существует окрестность 
точки хо, в которой для любого х Е Ху х ^  хо, выполняется 
неравенство
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то д (х ) -  f (x )  =  o ( f ( x ) )  при х хо, т.е. д (х ) / (х ) при х хо. 
Теорема 1 доказана.

Таким образом, отношение эквивалентности функций обладает 
свойством симметрии. Поэтому, если / (х ) ~  д (х ) при х —> хо, то 
функции / (х) и д (х ) называются эквивалентными при х —> х0.

Т е о р е м а  2. Если f ( x )  ~  <z(x) и ^ (х ) ~  <р(х) при х -¥  х<), то 
/ (х ) ~  у>(х) при х —► Хо-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию, в некоторых окрестностях 
точки хо для любого х 6 X , х ф хо, выполняются неравенства:

I/ (* ) -  $ (* )! <  “ (*Ш (*)1 . Ы * )  -  v>(*)\ <  £ (* )М * )1 .
где а (х ) =  о (1 ) и /?(х) =  о (  1) при х —► хо- Тогда

1*(*)1< М *)1  +  /*(*)М *)1 .

I f ( x )  -  <р(х ) I <  1/(*) -  5(*)1 +  М * )  -  v ( * ) l  <

< М * )И * )1 + Л * )М * )1 < М * )+ а (* )Д * )+ 0 (* ) )М * )1 » '

и поэтому /(х) — ^ (х ) =  о(<р(х)) при х —У хо, т.е. / (х ) ~  ^ (х ) при 
х х0. Теорема 2 доказана.

Функции / (х ) и <7(х ), эквивалентные при х -> хо, называются 
также асимптотически равными при х —> хо, а соотношения вида 
(1) или, что то же самое,

f ( x )  =  9 {*) +  о Ы * ) )  при х - + х 0

называются асимптотическими равенствами.
Л е м м а .  Если в некоторой окрестности точки хо 

для любого х € X , х ф х0; и

/(*)
* ( * )

=  i,

д{х ) ф О

то / (х) ~  д{х) при х —► xq.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим а (х ) = Л * )
$ (* )

—1. Тогда а (х ) =  о(1 )

при х ч х о  и / (х) -  <j(x) =  a(x)flf(x).
Следовательно, / (х ) ~  д (х ) при х хо- Лемма доказана. 
Легко видеть, что, например,

sin х ^  х

х2(1 + х )~ 3 ~  х2

х2(1 +  х )~3 ~  х ” 1

при х —► О, 

при х —► О, 

при х -¥  ±оо.

5.4. Асимптоты. Пусть функции /(х) и $(х) определены для 
любого х >  а, и пусть $f(x) ф О Vx >  а. Тогда соотношение 
эквивалентности:

/ (х ) ~  д (х ) при X —► +00

4 — 1402
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указывает лишь на то, что относительная погрешность

f ( x ) - g ( x )
9 (х )

приближенного равенства/(х) «  $(х) стремится к нулю при х -|-оо. 
Однако из этого соотношения не следует, что абсолютная погреш­
ность уменьшается при х -+ +оо. Например,

*/ \ * 3 2/ (х ) — ---—  ~  X* при X -¥  + 00,
X +  1

т.е. f ( x )  =  х2 +  о (х 2) при х +оо. Абсолютная величина разности

не уменьшается при х —► +оо, причем f ( x )  — х2 ~  —х при х —► +оо, 
т.е. f (x )  =  х2 — х +  о (х ) при х —)> +оо. Далее,

/ ( . ) - « ’  +  «  =  - ^ = 1 - - ^ . =  1 +  0(1)

при х -*  +оо, Таким образом,

/ (х ) =  х2 — X +  1 +  о(1) при х -> +оо. (1)

Такого вида соотношения называются асимптотическими разло* 
жениями данной функции по степеням х при х —>• +оо. Заметим, 
что асимптотическое разложение (1) можно продолжить:

/ (х ) =  х2 — х +  1 — ^  +  о при х —► +оо,

/ (х ) =  12 - Х + 1 - -  +  ~  +  о (  ~2 j при X +ОО 
X X \ X )

и Т.Д.

Аналогично можно рассматривать асимптотические разложения 
функции по степеням х — хо при х —> х<>. Например,

х3
} {х )  -  — —  =  * 3 +  о (х 3) при X ► О)

X +  I
/ (х) =  X3 — X4 +  о (х4) при X —У О,

/ (х ) =  X3 — X4 +  х5 +  о (х5) при X —У О

и т.д.
Мы не будем развивать теорию асимптотических разложений. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением вопросов, связанных с поняти­
ем асимптот ветвей графика функции, уходящих на бесконечность,
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т.е. когда х -+ ±оо или у =  f ( x )  -+ ±оо при х -+ хо слева или 
справа.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функция f ( x )  определена для всех 
х >  а (или х <  а). Тогда прямая / называется асимптотой графика 
функции у =  f ( x )  при х -+ +оо (соотв., при х —У —оо), если

р(х]1) =  о(1) при х -+ +оо ( х ^ - о о ) ,  (1)

где р(х\1) —  расстояние от точки с координатами (х ;/ (х )) до 
прямой /.

Т е о р е м а »  Для того чтобы график функции y—f (x ) ,  х > а  ( х < а ) ,  
имел асимптоту при х -+ + оо  (соотв., при х —► — оо), необходимо и 
достаточно, чтобы существовали числа к и Ь такие, что

/(х) =  кх +  Ь +  о (1) при х —► +оо (х -+ —оо). (2)

Тогда эта асимптота имеет уравнение у =  кх +  Ь.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как известно, расстояние от прямой /, 

заданной уравнением у =  Лх +  6, до точки (х ;/ (х )) определяется по 
формуле:

р (* ;0
! / ( « ) - t e - 6 |  

v T + F  ’

поэтому если выполняется условие (1), то выполняется и условие 
(2), и наоборот. Теорема доказана.

Из условия (2) следует способ отыскания асимптоты графика 
функции у =  / (х ), х >  а (х <  а), при х —► +оо (соотв., при х —> —оо). 
Действительно, так как

X X

6 =  / (х) — Лх +  о (1) при х -+ +оо (х —оо),

то

к =  lim 1 ^ 1  6 =  lim ( / ( х ) - Л х ) .г-*+оо X г-4+004 ' ' 7

О п р е д е л е н и е  2. Пусть функция / (х) определена на интерва­
ле (а;хо) (или на (х0;а )), и пусть / (х ) -+ ±оо при х х о -0  (соотв., 
при х -+ хо +  0). Тогда прямая /, заданная уравнением х =  хо, 
называется вертикальной асимптотой графика функции у =  / (х) 
при х -+ хо — 0 (соотв., при х —► Хо “Ь 0).

Вертикальная асимптота удовлетворяет условию, аналогичному 
условию (1), так как в этом случае р(х;/) =  |х — х0|, и поэтому

р(х;/) =  о(1 ) при х - + х о - 0  ( х - + х 0 +  0).

4*
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Очевидно, график функции

У
Х +  1

имеет вертикальную асимптоту х =  -1  при х - 1 ± 0 ,  но не имеет 
асимптот при х —у ±оо.

График функции

имеет вертикальную асимптоту х =  — 1 при х -► 1 ±  0 и асимптоту 
у =  х — 1 при х —> ±оо.

График функции

У =
1+1*1

не имеет вертикальных асимптот, а при х —► +оо и х -*  -о о  имеет 
асимптоты: у =  х — 1 при х -► +оо и у =  — х -  1 при х —>■ -оо .

Глава 3. Производные, дифферешщалы 
и первообразные

§ 1. Определения производных и дифференциалов
1.1. Определение производной. Пусть заданы функция / и точка 

z0 e D f . Тогда для любого х 6 D j t х ф х0, частное

/ ( * ) - / ( * о) _  /(*<, + / > )-/ (*< ,)

X — Хо /I (1)

где А =  х —хо, называется разностным отношением функции f  в 
точке хо с шагом А.

О п р е д е л е н и е  1. Предел разностного отношения функции / 
в точке хо € D f с шагом А при А —► 0 называется производной 
функции f  в точке хо и обозначается /'(хо).

Таким образом, по определению,

W / _  X _  Д * 0 + А ) - / Ы
/ (*o)- i s ---------л--------- ton ' W - ' N

*-►*0 X — Хо (2)

Аналогично определяются односторонние производные.
О п р е д е л е н и е  2. Предел разностного отношения функции / в 

точке х0 е D f  с шагом А при А +0 (А —► -0 ) называется правой 
(левой) производной функции / в точке хо и обозначается /+(хо) 
(соотв., /1(х0)).
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Таким образом,

ш. Д а ± * )-/ !а >
о Л (3)

Из определения 1 следует, что о производной функции / в точке 
Хо Е D f можно говорить только тогда, когда х0 является предельной 
точкой множества D f . Аналогично, о правой (левой) производной 
функции / в точке хо Е D j можно говорить только тогда, когда хо 
—  предельная точка множества £)/П[хо;+оо) (соотв., D / fl(— оо;хо]). 
Для простоты в определении 1 обычно предполагают, что точка 
хо является внутренней точкой множества D /, т.е. функция / 
определена в некоторой окрестности точки хо. А  в определении 2 
считают, что функция / определена на некотором промежутке вида 
[хо;6) (соотв., (а;хо]). Эти промежутки называются односторонними 
окрестностями тонки хо, соответственно, правой и левой.

Очевидно, функция, определенная в некоторой окрестности точ­
ки хо, имеет производную в точке Хо тогда и только тогда, когда 
она в хо имеет односторонние производные и эти производные 
равны.

Заметим, что пределы (2) и (3) могут быть как конечными, 
так и бесконечными, и поэтому можно говорить о конечных и бес­
конечных производных. В дальнейшем выражение «функция имеет 
производную» означает, что функция имеет конечную производную. 
Случай бесконечных производных оговаривается особо.

О п р е д е л е н и е  3. Функция / называется дифференцируемой в 
точке хо, если она определена в некоторой окрестности точки хо 
и в этой точке имеет конечную производную.

Формулы (2) и (3) часто записывают в других обозначениях. 
Вместо хо пишут х, шаг h разностного отношения (1) обозначают 
Дх, и тогда

n , ) = Um/ ± ± M z M  (4)
Дх

Здесь Дх называется приращением аргумента, а разность / (х +  Д х) — 
—/(х) — соответствующим приращением функции. Если у =  /(я), то 
это приращение функции обозначают Ду, а производную функции 
/ в точке х обозначают у\ В этих обозначениях формула (4) 
принимает вид

!/ =  lim
Дх-*0 Дх

Аналогичным образом записываются и формулы (3). В такой форме 
определение производной коротко формулируют так:

Производной называется предел отношения приращения функ­
ции к приращению аргумента, когда приращение аргумента стре­
мится к нулю.
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О п р е д е л е н и е  4. Пусть 1У̂  —  множество точек, в которых 
функция / дифференцируема. Тогда функция, которая каждому 
х Е Df] ставит в соответствие число /7(х), называется производной 
функции у =  / (х ) и обозначается /7 или у7.

Операция нахождения производной данной функции / называ­
ется дифференцированием функции /.

Рассмотрим несколько примеров на дифференцирование элемен­
тарных функций.

П р и м е р  1. у =  с, где с —  некоторая постоянная.
Так как Д у =  0 для любого х Е Ш и любого А х, то у7 =  О 

Vx Е R. Следовательно, производная постоянной равна нулю: с7 =  0.
П р и м е р  2.

у =  sinx.

Так как А  у =  sin(x +  А х ) — sin х =  2 sin - у  • cos ^х +  - у  J , то 

г Д У . sin(Ax/2) / Д х\lim -г— = lim —77— 777— • Iim cos ( x + -г -  I = cos x для любого
д*->о A x д*-*о (A x/2) Дг- о̂ \ 2 /
x GR. Следовательно, у7 =  cosx, т.е. производная sinx равна cosx. 
Это утверждение записывают в виде формулы

(sin х )7 =  cos х.

П р и м е р  3. / (х) =  |х|, х G R.
Если х >  0, то / (х ) =  х и /(х +  А) =  х +  А и для любого Л,

у которого |А| <  |х|. Д ля  таких х и Л разностное отношение (1)
равно 1. Следовательно, /7(х) =  1 для любого х >  0.

Аналогично доказывается, что /7(х ) =  —1 для любого х <  0.
В точке хо =  0 имеем: /(хо) =~0, / (хо+Л ) =  |А| и, следовательно,

/5-(0) =  1, /1(о) =  - i .
Таким образом,

(|x|)7 =  sgnx V x^ O .

В точке х =  0 данная функция имеет односторонние производные 
/4(0) =  ±1, но не является дифференцируемой.

П р и м е р  4.
у =  cosx

Так как А  у =  cos(x +  А х ) — сое х =  — 2 sin - у  • sin 

A y
у7 =  Н тдг_ю -г— =  -  sin х Vx Е М.

А х
Следовательно, (cos)7 = —sinx.

то
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П р и м е р  5. у  — а*, где а >  0 и а ф  1. 
Согласно определению производной,

У' = lim
Дх-»0

а*+Дг _  ах

Д х
=  а* • lim 

Дг-»0
1

а так как последний предел равен In а, то yf =  аг In а для любого 
х е Ш . Следовательно,

(а х ) '  =  а ж In а.

В частности, (еж)' =  еж.
П р и м е р  6. у  =  loga x, где а  >  0 и а  ф  1.
Данная функция определена для любого х >  0. Если прираще­

ние Дх такое, что |Дх| <  х, то х +  Дх >  0 и

Ду  =  b g e(*  +  Д х ) -  log„ х =  log0 ^1 +  ^  log0 ^

Поэтому

lim ^  =  — lim 
Дг-»0 Д х X Дг-*0

b g  а

1 +
Д х у /д*

В последнем пределе сделаем замену t =  Дх/х. Тогда 

*/ =  7 Jim loga( i  + 1)1/* =  i  loge eX f—>0 X
для любого x >  0. Следовательно, функция у =  loga х дифферен­
цируема в любой точке х >  0 и

( ! < * , » ) '=  I - l o g .  ^ 7

В частности, (1пх); =  1/х.

1.2. Линейное приближение и дифференциал. Сначала докажем 
одно простое, но важное утверждение о линейном приближении 
дифференцируемой функции.

Л е м м а  1. Если функцияу—/ (х ) дифференцируема вточкехо, то

f ( x )  =  / (* о) +  f ' ( x о )(*  -  Х 0)  +  а(®)(® -  ®о),

где функция о(® ) непрерывна в точке хо и а(®о) =  0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим а(®о) =  О, а для х ф х о

(1 )

<*(*) =
/ ( « ) -/ ( «  о)

X — Хо
-  /(хо)-

Тогда, очевидно, а (х ) непрерывна в точке хо и выполняется par 
венство (1). Лемма 1 доказана.
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С л е д с т в и е .  Если функция дифференцируема в некоторой точ ­
ке, то она непрерывна в этой точке.

Обратное утверждение является неверным. Например, функция 
у =  |х| непрерывна в точке х =  0, но она в этой точке не имеет 
производной.

Условие (1) обычно записывается в виде асимптотического ра­
венства:

/ (* ) =  / (* о) +  /'(*<>)(* -  *о) +  о (А х ) 

при х —► хо, где Дх =  х — хо.
Теперь доказанное утверждение можно сформулировать следу­

ющим образом:
Если функция у =5 / (х ) дифференцируема в точке хо, то в 

окрестности точки хо с точностью до о (Д х) она ведет себя как 
линейная функция у =  / (х0) +  / '(хо )(х  — хо).

Справедливо и обратное утверждение.
Л е м м а  2’. Если функция у =  / (х ) определена в некоторой 

окрестности точки хо и существует число А  такое, что

Д х ) =  Д х 0) +  А (х  -  х0) +  о (Дх)  при х х0, (2)

т о  эта функция дифференцируема в точке хо и / '(хо) =  А.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (2) следует, что

Д у =  АД х +  а (Дх )  • Дх, где а (Дх )  -> 0 при Дх -*  0.

Следовательно,

lim Р -
Дг-fO Дх

=  А.

Лемма 2 доказана.
Таким образом, справедлив следующий критерий дифференци­

руемости:
Для того чтобы функция у~= Д х ), определенная в некото­

рой окрестности точки хо, была дифференцируема в точке хо, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:

ЗА : Ду =  А Д х +  о (Д х) (3)

при Дх —> 0.
О п р е д е л е н и е .  Если функция у =  Д х ) дифференцируема в 

точке х0, то линейная функция / '(хо)Дх, Дх € К, называется 
дифференциалом функции у =  Д х ) в точке хо и обозначается dy 
или d/(xo).

Следовательно, по определению,

df(x  о) =  / '(х0)Дх.

Д ля симметрии Дх обозначают dx и называют дифференциалом 
независимого переменного. Тогда

cf/(x0) =  f { x Q)dx (или dy =  j/dx).
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Отсюда получаем новые обозначения для производной через от­
ношение дифференциала функции к дифференциалу независимого 
переменного:

f 'ixo) =

Из условия (3) следует, что если функция у =  / (х) дифферен­
цируема в точке хо, то в этой точке Д у =  dy +  о (Дх) при Дх 0. 
Следовательно, Д у & dy с точностью до о(Дх) при Дх -> 0.

Из определения дифференциала и примеров, рассмотренных в 
предыдущем пункте, получаем следующие формулы:

dc 0, cfsinx =  cosxdx, dcosx =  — sinxdx,

dax =  ax In a cfx, dex =  ex dx,

dloga x =  -  loga edx, dlnx =  — .
x x

1.3. Геометрический смысл производной. Пусть функция у =  / (х) 
непрерывна в точке хо, и пусть Мо —  точка с координатами хо и 
уо =  /(хо), а Мл —  точка с коорди­
натами хо +  h и /(хо +  Л) (рис. ЗЛ).
Тогда прямая МоМл, называемая се­
кущей, имеет уравнение

Д/,  чУ“ Уо = Х (х -х 0),

где Д/ = /(аго + А) -  Д*о).
О п р е д е л е н и е .  Прямая* МоМ, 

уравнение которой получается из 
уравнения секущей МоМл, при Л —> 0, 
называется касательной к графику 
функции у =  / (х ) в точке х0 (или 
в точке Мо).

Очевидно, если функция у =  / (х ) дифференцируема в точке 
хо, то в этой точке у графика касательная существует и имеет 
уравнение

У-!*> = /'(* о)(*-*о)-
Такие касательные называются наклонными.

Отсюда следует, что производная / '(хо) равна тангенсу угла а, 
который образует касательная МоМ с осью Ох, т.е. / '(хо) =  tgar.

Бели же функция у =  / (х ) в точке хо непрерывна и имеет 
бесконечную производную, равную +оо или —оо, то из уравнения

[у — Уо) =  х — Хо
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при А —> О получаем уравнение х =  х<>. Следовательно, если /; (х0) =  
=  ±оо, то в точке хо график имеет вертикальную касательную. 
В этом случае производная тоже равна тангенсу угла, который 
образует касательная с осью Ох  (рис. 3.2 и рис. 3.3).

Очевидно, верно и обратное утверждение: если график функции 
у =  / (х) в точке х0 имеет касательную, которая образует с осью 
Ох угол а, то функция в точке хо имеет производную! /; (хо) =  tga.  

Особо рассмотрим случай, когда

/ ± ( * о )  =  ± о о  и / ± ( х о )  =  ТОО.

В этих случаях прямая х =  х0 тоже называется вертикальной 
касательной, хотя она отличается от вертикальных касательных, 
когда /'(хо) =  +оо и / '(хо) =  —оо. Действительно, если / '(хо) =  
=  +оо, то точка М  графика при переходе через точку Мо подни-

Рис. 3.4

мается вверх, а если / '(хо) =  ‘“ °°> то М  опускается вниз. Если 
же /^(х0) =  ±оо, то точка М  сначала поднимается, а после 
Мо опускается. Аналогично, если /^(хо) =  ^оо, то М  сначала 
опускается, а затем поднимается. Поэтому такие точки называются 
точками возврата (рис. 3.4 и рис. 3.5).
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Из геометрической интерпретации касательной и определения 
дифференциала следует, что если у —  ордината касательной к 
графику функции в точке хо, то

Д у=//(а?о)Ах = сг/(х0),
т.е. дифференциал функции / в точке х0 равен приращению Д у=у-у(* 
ординаты касательной к графику функции / в точке х<>.

1.4. Определения производных и дифференциалов высших поряд­
ков. Напомним, что через D j  мы обозначаем область определения 
функции /, а через D j  —  область определения производной /' 
этой функции.

О п р е д е л е н и е  1. Производная производной /' функции / в 
точке х0 Е D'j называется второй производной (или .производной 
второго порядка) функции / в точке xq и обозначается /"(хо) или 
/(2)(*  о).

Вообще, производная производной /' функции / называется 
второй производной функции у =  / (х ) и обозначается fW  или 
!/", У(2).

Производные более высокого порядка определяются по индук­
ции: производная производной (п — 1)-го порядка функции / назы­
вается производной п-го порядка функции у =  / (х) и обозначается

ИЛИ у(П).
Теперь определим дифференциалы высших порядков.
По определению, дифференциал функции у =  / (х ) в точке х 

—  это линейная функция dy =  /; (х)А, А Е М. Его называют 
первым дифференциалом или дифференциалом первого порядка. При 
фиксированном А он является функцией от х € D'j. Найдем 
дифференциал этой функции /; (х)А в точке хо:

d (f 'h ) =  hdf' =  h f " { x 0)dx.

В результате получаем дифференциал от первого дифференци­
ала в точке Хо, он является линейной функцией от А и линейной 
функцией от dx. Иногда он называется вторым дифференциалом 
или дифференциалом второго порядка функции / в точке хо. Однако 
в учебниках по математике обычно дается другое определение.

О п р е д е л е н и е  2. Дифференциал от первого дифференциала 
функции у =  / (х) в точке хо при А =  dx называется дифференциалом 
второго порядка этой функции в точке хо и обозначается d ?f(xо) 
или d2y.

Следовательно,
<^/(*о) =  /"(*0 )d x a,

где dx2 =  (dx)2.



108 ГЛ. 3 ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ И ПЕРВООБРАЗНЫЕ

Аналогично, дифференциал п-го порядка определяется по формуле:

где dxn =  (dx)n.
Используя дифференциалы, получаем новые обозначения для 

производной п-го порядка от функции у — / (х ):

П р и м е р  1. Покажем, что функция у =  sin ж удовлетворяет 
уравнению у" +  у — 0.

Действительно, yf =  cos ж, у" =  — sin®.
Очевидно, что и функция у =  cos х удовлетворяет этому урав­

нению. Заметим, что это уравнение является дифференциальным 
уравнением второго порядка. Вообще, дифференциальными уравне­
ниями называются уравнения, в которых неизвестными являются 
функции и в которые входят не только эти функции, но и их 
производные.

П р и м е р  2. Найдем вторую производную функции y =  loga x.
Известно, что у7 =  ( l / lna ) - ( l/x ) ,  поэтому у" =  (—1/1па) • (1/х2). 

В частности, отсюда следует, что данная функция удовлетворяет 
дифференциальному уравнению

§ 2. Правила дифференцирования
2.1. Произведшая суммы, разности, произведения и частного. На­

помним, что если некоторая функция дифференцируема в точке 
®о, то, по определению, она определена в окрестности точки x<j и 
в этой точке имеет конечную производную.

Т е о р е м а  1. Если функции и(х) и v (x ) дифференцируемы в 
точке хо, то для любых постоянных а и b функция у — a u (x )+ b v (x ) 
тоже дифференцируема в точке ®о и в этой точке

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как обычно, положим

Д и =  u(xo +  Д х ) — ti(xo), Д4^= v(xo +  Д х) — v(xo). 

Тогда, если у =  ati(x) +  bv(x) то, очевидно,

<r/ (*o ) =  /(n)(*o)<fcn,

+  j/ =  0.

(au +  bv)' =  au' +  bv', 

d(au +  bv) =  adu +  bdv.

(1 )

(!')

А  у =  aAu +  6Av.
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Разделим это равенство почленно на Дх и перейдем к пределу при 
Д х - * 0 .  В результате получим формулу (1). Теорема 1 доказана.

Доказанное свойство операции дифференцирования называется 
свойством линейности.

Т е о р е м а  2. Если функции u(x) u и(х) дифференцируемы ё 
точке Хо, то функция у =  u (x )v (x ) тоже дифференцируема в 
точке хо и в  этой точке

(tiw)/ =  u*v +  иг/, (2)

d(uv) =  v du +  и dv. (2')

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся обозначениями, введенными 
при доказательстве теоремы 1. Тогда, если у =  u (x )v (x ), то

А  у =  (u +  A u )(v  +  A v ) — uv =  uAv +  vAu +  Ди • Av.

Разделим это равенство почленно на А х  и перейдем к пределу при 
А х  -*  0. В результате получим формулу (2). Теорема 2 доказана.

Т е о р е м а  3. Если функции и(х) и v (x ) дифференцируемы в точ­
ке Хо и v(xo) ф 0, то функция у =  u{x)/v{x) тоже дифференцируема 
в точке хо и в  этой точке

d
vdu — и dv

5* *

(3)

(3')

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у =  u (x)/v(x), то

_  и +  А  и и _  vAu — uA v 
~~ v +  A v v (v +  A v )v

Разделим это равенство почленно на А х  и перейдем к пределу при 
А х  -> 0. В результате получим формулу (3). Теорема 3 доказана.

П р и м ер ы .  Найдем производные функций tgx  и ctgx. Зная 
производные синуса и косинуса, по формуле дифференцирования 
частного получаем

о**)' (sin* V  _  cos2* + sin2*
COS X/ ~ COS2X

1
COS2 X ’

Аналогично,

(ctg , r  =  ( 2 ^ ) '  =  — V
\sm*/ sin4*

Таким образом,

1 1
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2.2. Производная сложной функции. Пусть функция и =  <р(х) 
определена в окрестности точки хо, а функция у =  f (u )  определена 
в окрестности точки и<) =  р(хо). Тогда, если <р(х) непрерывна 
в хо, a f (u )  непрерывна в ио, то сложная функция у =  f(<p(x)) 
определена в некоторой окрестности точки хо, и поэтому можно 
говорить о дифференцируемости этой функции.

Т е о р е м а .  Если функция и =  у?(х) дифференцируема в точке 
Хо, а функция у =  f (u )  дифференцируема в точке но =  <p (xq), то 
сложная функция F (x )  =  f(<p(x)) дифференцируема в точке хо и

F '(x o ) =  nuo )<p '(xo). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция у = / ( и )  дифференциру­
ема в точке tio, то, согласно лемме 1 из п.1.2,

Д у =  f ( u 0)A u  +  а(н )Ди,

где функция а(гс) непрерывна в точке гео и a(tio) =  0. Разделим 
это равенство почленно на Дх и перейдем к пределу при Дх —> 0, 
считая, что и =  у>(х). Так как а(у?(х)) —у 0 при х хо, то в 
результате получим равенство

= /'(«о)¥>'(*о).

Теорема доказана.
Формула (1) записывается более наглядно в дифференциалах:

dy dy du
dx du dx *

П р и м е р  1. y =  x " , a  ф 0.
Эта степенная функция определена для х >  0. Д ля этих х 

имеем: y =  ealnr; Следовательно, y =  ew, где u =  alnx,  поэтому

dx du dx x x

Таким образом, степенная функция у =  х "  дифференцируема в 
любой точке х >  0 и

(х «У  =  а х " " 1.

Рассмотрим случаи, когда степенная функция определена на 
более широком множестве.

Если а >  0, то функция у =  х "  определена й непрерывна 
(справа) в точке х =  0. Очевидно, если 0 <  а <  1, то у+(0) =  +оо; 
если a =  1, то у+(0) =  1; если же a >  1, то у+(0) =  0.

Пусть теперь а такое, что степенная функция у =  х "  определена 
и для х <  0. Если а такое, что функция нечетная, то для
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х <  0 имеем: у =  —( —х )а . Продифференцируем эту функцию как 
сложную функцию: сначала по — х, а затем —х по х. Тогда

г/. =  —а (-х )а-1 • (-1 ) =  а (-х )“ -1 = а*®"1.

Если же а  такое, что функция четная, то

у =  ( - х ) “  и j/ =  а ( - х )® - 1 • ( - 1 )  =  ax®*1.

Таким образом,
(х “ ) ' =  а х " " 1

во всех точках х, в которых определены ха и ха-1.
в *_g—® g® *4“

П р  и м ер  2. Функции у г г ----------- и у = ----------- называются
Z Z

гиперболическими синусом и косинусом и обозначаются shx и chx. 
Найдем производные этих функций.

(shx)' =  i ( e r -  е~х) ' =  i ( e *  +  e~a) =  chx;

(chx)' =  I ( e *  +  « - ) '  =  i ( e *  -  e - )  =  shx.

Отметим одно интересное свойство дифференциала, которое на­
зывается инвариантностью формы первого дифференциала.

Если функция у =  /(и) дифференцируема в точке tio, то, по 
определению, в этой точке

А Л У А
* = 5 * '

где cfti —  дифференциал независимого переменного.
С другой стороны, если, кроме того, функция и =  <р(х) диф­

ференцируема в точке хо и у>(хо) =  но» то сложная функция 
у =  f ((p (x )) дифференцируема в точке х<) и в этой точке

■ dy du 
*  =  ! * * ■

А так как —  dx =  du9 то и в этом случае dy =  ^ d u .  Однако здесь 
dx du

du —  дифференциал функции и =  <р(х).
Следовательно, дифференциал всегда равен произведению про­

изводной на дифференциал переменной, по которой берется произ­
водная. Причем эта переменная может быть как независимой, так 
и быть функцией другой переменной.
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П р и м е р  3. у =  In |х|.
Если х >  0, то уже доказано, что у/ =  1/х. А если х <  0, т о » »  

j/ =  ( ln (- x ) ) ' =  • ( - * ) '  =  i .
“ I  X

Следовательно, (ln|x|)' =  1/x для любого x ^  0. Отсюда следует, 
что если функция u(x) дифференцируема и и(х) ф 0, то

d( In |u|) =  —  =  — dx. 
и и

П р и м е р  4. у =  uw, где и =  и(х) >  0, v =  v(x ). Так как 
у =  ev ln w, то

у» =  ею,п “ (win « ) '  =  « > '  In u +  t>^).

В частности, если у =  Xх , то у/ =  xr (lnx +  1).

2.3. Производная обратимой функции. Как известно, если функ­
ции у =  / (х) и х =  у>(у) взаимно обратные, то

/ И у) )  =  у  Vy € J V

Если предположить, что функции / и <р дифференцируемы, то, 
дифференцируя f{<p(y)) по правилу дифференцирования сложной 
функции, получаем:

4[_ , w _  J_
dx ' dy ’ 7 ~

Получим эту формулу без предположения дифференцируемости 
функции /.

Т е о р е м а .  Пусть функция у = / ( х ) ,  определенная в некоторой 
окрестности тонки хо, обратима на этой окрестности и непре­
рывна в точке хо. Тогда, если обратная фу/нкция х =  у>(у) имеет 
производную в точке уо =  /(хо) и ^ ;(уо) ^  0, то функция / (х ) 
дифференцируема в точке xq и

г ы  = 1

^ (у о ) '
(1 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция у = /(х) непрерывна в 
точке хо, то у =  / (х ) —► уо при х —> хо, х G -D/. Тогда по теореме 
о замене переменного под знаком предела получаем:

« / , ч _  .. /(*) -  /(до) _  У - У О  _  1
7 l*o j -  *  -  * 0 “  А ™  <р{у) -  <р{уо) ~  ? (у „ )  •

Теорема доказана.
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Заметим, что формула (1) остается справедливой и в тех слу* 
чаях, когда ^ '(уо) =  ±оо, если считать, что 1/(±оо) =  0.

П р и м е р  1. y =  arcsinx, х Е ( - 1 ; 1 ) .
Данная функция является обратной к функции х =  sin у, у Е 

Е (—тг/2; тг/2). Д ля  этих функций выполнены все условия теоремы 
о производной обратимой функции. Следовательно,

j/ =
1 _  _ _ i _

(s in  у У  c o s  у

А так как cosy >  0 для любого у Е (—*/2; тг/2), то в этой формуле

cosy 1 — sin2 у =  v^l “  х2.

Следовательно,

(arcsin х )'
1

у/1 — X2

П р и м е р  2. у =  arccosx, х G (—1; 1).
Эта функция является обратной к функции х =  cosy, у Е (0; 7г), 

и выполнены все условия теоремы о производной обратной функции. 
Следовательно,

1 -  - 1 -  - 1 , ,
— sin у yj\ — cos2 у л/1 — х2

так как sin у >  0 для любого у Е (0;7г). Следовательно,

(arccos х )'
1

\/1 — х2

П р и м е р  3. у =  arctgх, х Е М.
Эта функция является обратной к функции х =  tgy, у Е 

Е (—я*/2; 7г/ 2 ) ,  и  выполнены все условия доказанной выше тео­
ремы, поэтому

у* =  cos2 у =
1 1 

1 +  tg2y *" 1 +  я2 *

Следовательно,

(arctg*)' =  y -j- j j .

Аналогично доказывается формула (arcctgx)' =  — -—

П р и м е р  4. Производная функции, заданной параметрически. 
Пусть переменные х и у есть функции от t:

X =  * (t ) ,  у =  y(t), (2)
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и функция х =  x (t) имеет обратную t =  *(х). Тогда функция 
у =  у(£(х)) называется функцией, заданной параметрически урав­
нениями (2). Пусть все функции дифференцируемы и x (t ) ф 0. 
Тогда

dy _  dy dt _  j/CQ 
dx dt dx x '(t) *

2.4. Производные и дифференциалы высших порядков. Пусть 
функции и(х) и v(x) определены в некоторой окрестности точки 
го- Тогда справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  1. Если функции и (х) и v (x ) имеют п-е производные 
в точке хо, то и любая функция вида у =  au +  f3v, где а и /3 — 
некоторые постоянные, в точке хо имеет п-ю производную и

dn , _ ч (Ри  ndPv
—  (аи +  ̂ )  =  а —  +  /?

dxn dxn ’
<Г(аи +  f3v) =  ouFu И- /?d” v.

П р и м е р  1. Найдем n-ю производную функции
у =  х 3 +  х 2 +  х  +  1,

Имеем:
j/ =  Зх2 +  2х +  1, у " = 6 х  +  2, Г  -  6

и у(п) =  0, если п >  3.
П р и м е р  2. Найдем вторую производную функции, заданной 

параметрически.
Пусть х =  x(t), у =  y(t) и пусть существуют все необходимые 

производные. Тогда, как известно,
dŷ  _  dy eft _  j/ 
dx dt dx x1

Аналогично,
d2y _  _d_ / j A  _  d /  ]/ \ dt 
dx2 dx \x; / dt \x 'y  d x ’

и поэтому
d2y _  d /  j/\ _  y "x ' -  y V '
dx2 x' dt \x '/  x '3

Т е о р е м а  2. Ясли функции и (х) и v (x ) имеют п-е производные в 
точке хо, то и функция у = u v  в точке Хо имеет п-ю производную и

=  £ с * « (* М п_*\  (1)
к=0

dn{uv) =  J 2 C * d ku d n- kv, (2)

где и(°) =  и, d ° «  =  и, С к =

* = 0
п\

fc!(n — к)\
причем, как обычно, 0! =  1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно доказать формулу
(1). Докажем ее методом математической индукции. Д ля  п =  1 
формула (1) справедлива: у* =  ut/' +  u'v. Пусть она справедлива для 
некоторого п. Докажем, что тогда она справедлива и для п +  1. 

Согласно предположению,

y(n+i) _  у̂(п)у  _  ( £ (£ * ( * > , , ( » - * )

\*=о
Отсюда получаем:

п п
y(n+i) _  ̂ 2  c£u<*Mn+1-*> +  C'*w(Af+1)v(n- fe) =

fc=о fc= 0

^ |Ov('.+l)+ ^ clfc11(k)v(,.+l-fc)+^ c,ft11(fc+iyn-fc)+tl(n+l)t)(0) 
At=l fc=0

Во второй сумме индекс суммирования к заменим на к — 1 и, 
соответственно, к +  1 на &. Тогда

y(n+i) _  u(0)w(«+i) +  £(<?* +  +  u(»+i)v(o)(
fc=i

П+1
а так как С* +  С *-1 =  С *+1, то y(n+1) =  £  C j+1titfcM n+1~l1).

*=о
Теорема 2 доказана.
Формулы (1) и (2) называются формулами Лейбница.
П р и м е р  3. Найдем n-ю производную функции у =  х2ег .
По формуле Лейбница получаем

у(п) _  ^ 2 c * { z 2) w {ex)tn- k).
к=О

Если п >  2, то у<"> =  £  С * (х2)<*>е* s  (С °х2 +  С*2х +  С 22)е* =
к =О

=  е*(х2 +  2nx +  n(n — 1)).
Легко проверяется, что эта формула справедлива и для п =  1 

и п =  0.
Как известно, дифференциал первого порядка обладает свой­

ством инвариантности формы. Однако уже дифференциал второго 
порядка не обладает этим свойством.

Действительно, если * =  /(у), то

dz =  / '(у ) dy и d2z =  / "(у ) dy2.
Если же z =  /(у) и у =  р (х ), то, как и выше, dz =  / '(у ) dy, однако

d2z = /"(y)dy2+/'(y)‘*2y.
где d2y —  второй дифференциал функции у =  ^ (х ).



§ 3. Теоремы о среднем для дифференцируемых 
функций

3.1. Теорема Ферма. Пусть задала функция /, и пусть хо €15/, 
где D j  —  область определения функции /.

О п р е д е л е н и е  1. Точка xq £ D t  называется точкой локального 
максимума {минимума) функции /, если существует окрестность 
О(хо) точки хо такая, что для любого х £ О(хо) П D / выполняется 
неравенство / (х) <  / (х0) (соотв., / (х) >  / (х0)).

Заметим, что слово «локальный» для краткости часто опускается. 
О п р е д е л е н и е  2. Точки максимума и минимума функции 

называются ее точками экстремума, а ее значения в этих точках 
—  экстремальными значениями (соотв., локальными максимумами 
или локальными минимумами).

Т е о р е м а .  Если функция f  дифференцируема в точке хо и х0 
является ее точкой экстремума, то / '(хо) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что функция / 
определена в некоторой окрестности точки Хо, так как она диффе­
ренцируема в точке Хо- Пусть, например, хо —  точка максимума 
функции /. Тогда существует окрестность О(хо) точки xq такая, 
что

/(х ) <  / (х0) i x  6 0 (хо ),

и поэтому если х £ 0(x<j) и х <  хо (соотв., х >  хо), то

/ М - / Н  £ 0  (соот„ . , < 0 ) .
X — Хо

Следовательно,
/ : ы > о ,  / ; ы < о ,

а так как эти односторонние производные равны производной /7(х0) ,
то /;(х0) =  0. Случай, когда х0 
—  точка минимума, рассматривается 
аналогично. Теорема доказана.

Теорема Ферма имеет простую гео­
метрическую интерпретацию: если
функция у =  / (х ) дифференцируема в 
точке Хо и хо —  ее точка экстремума, 
то касательная к графику этой функ­
ции в точке хо параллельна оси Ох. 
(На рис. 3.6 x i —  точка максимума, 
а Х2 —  точка минимума.)

3.2. Теоремы Ролля, Лагранжа, Коши. Сначала докажем тео­
рему Ролля, но прежде сформулируем одно определение.

Пв ГЛ. 3 ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ И ПЕРВООБРАЗНЫЕ



§ 3. ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ ИИ

О п р е д е л е н и е  1. Функция /(х) называется дифференцируемой 
на интервале (а; 6), если она определена на (а; Ь) и в каждой его 
точке имеет конечную производную.

Т е о р е м а  1. Если функция f ( x )  непрерывна на отрезке [а ;6], 
дифференцируема на интервале (а; 6) и /(а) =  /(Ь), то существует 
i  € (а; 6) такое, что / '( { )  =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция f ( x )  на отрезке [а ;6] принимает 
и наибольшее и наименьшее значения, а так как /(а) =  /(6), то 
одно из них она принимает в некоторой точке £ 6 (а; 6). Тогда иэ 
теоремы Ферма следует, что /'(£) =  0. Теорема 1 доказана.

Из теоремы Ролля следует теорема Лагранжа.
Т е о р е м а  2. Если функция f (x )  непрерывна на отрезке [а ;61 

и дифференцируема на интервале (а;Ь), то существует £ 6 (а;Ь) 
такое, что

/ Ы ) = т

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию F (x )  =  / (х) — Хх и 
найдем А из условия F (a ) =  F(6). Тогда

Л = / Ы 1 .  (2)
6 — a

Функция F (x )  при таком А удовлетворяет всем условиям тео­
ремы Ролля, поэтому существует £ 6 (а; 6) такое, что F 'fe ) =  0. А  
так как F '(x ) =  / '(х ) — А, то /'(£) =  А, т.е. выполняется равенство
(1). Теорема 2 доказана.

Заметим, что коэффициент А, определяемый по формуле (2)> 
равен угловому коэффициенту хорды, проходящей через точки 
;4(a;/(a)) и В (6;/(Ь)). Следовательно, теорема Лагранжа утвер* 
ждает существование точки, в которой касательная к графику 
функции / параллельна этой хорде.

С л е д с т в и е  1. Если функция f ( x )  непрерывна в некоторой 
окрестности О (хо) точки хо и дифференцируема в проколотой

о о
окрестности 0 (хо), то для любого х € 0 (х о ) существует £, лежа­
щее строго между х и хо и такое, что

д * ) - / ( * о ) = т * - * о ) -  ( з )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если х € 0 (х о) и х >  x<j, то на отрезке 
[хо;х] функция / удовлетворяет всем условиям теоремы Лагранжа, 
поэтому существует {  G (х0; х), для которого выполняется равенство 
(3). Аналогично рассматривается случай х <  хо- Следствие 1 
доказано.

Формула (3) называется формулой Лагранжа для конечных 
приращений или формулой конечных приращений.

Следствие 1 можно сформулировать несколько иначе.
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С л е д с т в и е  1'. Если функция f  непрерывна в 0 (х о) и диффе■
О О

ренцируема в О (х0), то V » £ О (х0) 30  £ (0;1): 

f ( x )  -  f ( x о) =  f ' ( x о +  0Д х )Д х ,

где А х  =  х — По­
с л е д с т в и е  2. Если функция f  непрерывна на отрезке [а;Ь], 

дифференцируема на интервале (а; 6) и /; (х ) =  0 Vx £ (а; 6), то 
функция f  постоянна на отрезке [а; 6].

Это утверждение о постоянстве дифференцируемой функции 
следует из формулы Лагранжа для конечных приращений. Его 
очевидным обобщением является следующее утверждение о посто­
янстве непрерывной кусочно-дифференцируемой функции.

О п р е д е л е н и е  2. Функция называется кусочно-дифференцируе­
мой на некотором промежутке, если она всюду, кроме конечного 
числа точек, имеет конечную производную.

С л е д с т в и е  3. Если функция непрерывна на некотором ко­
нечном или бесконечном промежутке и всюду, кроме конечного 
числа точек, имеет производную, равную нулю, то эта функция 
постоянна на рассматриваемом промежутке.

В заключение докажем теорему Коши.
Т е о р е м а  3. Если функции / (х ) и р(х) непрерывны на отрезке 

[а\Ь], дифференцируемы на интервале (а ;6) и £ '(х ) ф 0 на (а ;6), т о  
существует {  £ (а; Ь) такое, что

/ ( 6 ) - Д а )  _ / ' ( £ )  { )
9 (b ) -9 (a )  ~  1 }

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как g9(z ) ф 0 на (а;Ь), то g(b) Ф g(a) 
(по теореме Ролля). Рассмотрим^ функцию F (x )  =  / (х) — А$(х) и 
найдем А из условия F (a ) =  F(6). Тогда

А _ / ( Ь ) - / ( « )
9 (Ь ) - 9 (а ) '

Функция F (x ) при таком А удовлетворяет всем условиям тео­
ремы Ролля, поэтому существует £ £ fa; 6) такое, что F '( f )  =  0. А 
так как У (х ) =  / '(х ) -  А$'(х), то /'(£) =  \g'{£), т.е. выполняется 
равенство (4). Теорема 3 доказана.

С л е д с т в и е  4. Если функции / (х ) и д (х ) непрерывны в некото­
рой окрестности О(хо) точки Xq и дифференцируемы в проколотой

о о о
окрестности (д х  о), причем д9(х ) фО в 0 (х  о), то для любого х € 0 (х  о) 
существует f , лежащее строго между х и хо такое, что
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3.3. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа*
Пусть функция / (х ) определена в некоторой окрестности точки 
хо и в точке хо имеет п-ю производную, а следовательно, и все 
производные до n-го порядка. Легко видеть, что многочлен

*=о

/(*>(*о)
к'.

{ х  -  Х 0) к .

обладает следующим свойством:

Ркк)Ы  =  / (к)м  V * =  о,  1 ..........п.

Этот многочлен называется многочленом Тейлора функции f  в 
точке хо. Естественно предположить, что в окрестности точки Хо 
он достаточно хорошо приближает функцию /. Чтобы оценить это 
приближение, рассмотрим разность

М * )  =  / (* ) -  Рп (х )

и изучим функцию гп(х). В этом случае равенство

f ( x )  =  Рп(х ) +  г „ (х )

называется формулой Тейлора для функции / (х) в точке хо» а 
функция гп(х ) —  остаточным членом формулы Тейлора.

Т е о р е м а .  Если функция f ( x )  в некоторой окрестности О(хо) 
точки хо имеет непрерывную производную п-го порядка и /п(х )

о
дифференцируема в проколотой окрестности 0 (хо), то для любого

о
z € 0 ( x o )  существует £, лежащее строго между х и хо ti такое, 
что справедливо равенство

/<*)=Ё  -  * • ) * + • (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функции

Г„ (х ) =  /(х) -  Рп(х ) И <р(х) =  (х -  х 0)"+1

удовлетворяют всем условиям следствия из теоремы Коши о сред­
нем. Кроме того,

г<*>(хо) =  0, у><*>(х0) = 0  V* =  0 , l , . . . ,n .

Поэтому, если х G О(хо) и, например, х <  Хо, то существует 
G (х;хо) такое, что
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Аналогично,

Э& € (£i;*o) : < ( 6 )  =  rg(fa )

3*п 6 ($n- i ;® o ) :
rln~x)(6 , - i )  _  r<n)(^n) 
^ п~ хЧ п - 1) **•> (*») ‘

Легко видеть, что

^ п)(х) =(п +  1)!(яг -  х0)> 

r i"> (* ) =/<п)( * ) - / (п)(*о).

К этим функциям на отрезке [£п;£о] снова применим теорему 
о среднем:

г^К п ) г<п+1)(0  Уп+1Н0 
р (п)(6») р (п+1)(0  ( «  +  ! ) ! ’

Следовательно, существует £ € (х; х0) такое, что

т.е.

Г»(«) =  /<"+1)(0  
<р(х) (п +  1)! ’

>*»(*)
/(П+1)Ю
(п + 1 ) ! (* - x 0)n+1.

Аналогично рассматривается и случай х>хо .  Теорема доказана.
Равенство * (1) называется формулой Тейлора с остаточным 

членом в форме Лагранжа.
Заметим, что формула (1) справедлива и для х =  хо, если 

считать, что остаточный член равен нулю при х =  хо- В частном 
случае, когда хо =  0, формула Тейлора иногда называется формулой 
Маклорена.

3.4. Разложение по формуле Тейлора основных элементарных 
функций. Разложим по формуле Тейлора в точке х<> =  0, т.е. по 
формуле Маклорена, функции

er , sinx, cos х, (1 +  х )л , 1п(1 +  х).

1. Пусть / (х) =  ех и х0 =  0.
Эта функция имеет производную любого порядка в любой точке 

х G №, и / ^ (х )  =  ег , / ^ (0 )  =  1 для любого к =  0,1,2,. ..  Следова­
тельно, при любом п в любой окрестности точки хо =  0 выполнены
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все условия теоремы из п.3.3., и поэтому для любого х существует 
0  Е (0; 1), для которого справедлива формула

xn+1

Jn +  W '

2. Пусть f (x )  =  sin х и xq =  0. Так как

/ '(х ) =  cos х =  sin ( х +  *

/"(а?) =  cos (х  +  0  =  sin ( *  +  |  • 2) ,

и, следовательно,

/<т )(х ) =  sin (я  +  ^  • т )

для любого т ,  то /т (0) =  зт(ттг/2), и поэтому /т (0) =  0 для 
четных т =  2к и /т (0) =  (—1)к для нечетных т  =  2к +  1.

Таким образом, для любого х существует 0  Е (0; 1), для которого 
справедлива формула

sin *  -  У 4 ( - 1 )* г а*-и . ( ~ 1)"'*'1 ^  q x  . х 2п+з 
smar- £ , ( 2 *  +  l ) ! *  + (2п +  3 )!СОве*  *

Аналогично,

COS X -  у* +  (~ 1)"+1 О801 . х2п+2
- Ъ  (2Л)! *  + (2n +  2 ) !COSyi *

3. Пусть / (х) =  (1 +  х)® и хо =  0.
Так как / '(х ) =  а (1 + х )® -1 , f " [ x )  =  а (а -1 ) (1  +  х)®-2 и, вообще,

/<*>(х) =  a (a  -  1) . . .  (а  -  *  +  1)(1 +  х)®“ \

то /(0) =  1, /'(0) =  а  и, вообще,

(0) =  а (а  — 1 ) . . .  (а  — к +  1)

для любого к 6 N. Следовательно, Vx 30 € (0; 1): (1 +  х)® =

2! П!
e - n - lxn+l

Введем обозначение
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где к =  1,2,...  Тогда

(1 +  * ) “  =  1 +  5 3  С кхк +  C "+1 (1 +  0 x )“ - n - lxn+1.
* =  1

4. Пусть / (х ) =  1п(1 +  х) и х0 =  0.
Так как / '(х ) =  (1 +  х )” 1, / " (х ) =  (—1)(1 +  х )” 2 и, вообще,

/<*>(*) =  ( - l ) . . . ( - *  + l ) ( l  + x )-fc,

то /(0) =  0, /'(0) =  1 и, вообще, /М (0 ) =  ( - 1 )* _1(А г-1)! для любого 
Л € N. Следовательно, Vx >  —1 30 € (0; 1):

ln (i +  х) =  ■■■« *  +  (1 +  e * ) ' n“ ‘ * n+l.

§ 4. Первообразные и неопределенные интегралы
4.1. Определения. В этом параграфе рассмотрим задачу отыска­

ния функции по ее производной. Сформулируем соответствующие 
определения, некоторые из которых известны еще из школьного 
курса математики.

О п р е д е л е н и е  1. Функция F (x )  называется первообразной (или 
точной первообразной) для функции /(х) на промежутке Д, если 
F (x ) дифференцируема на Д  и

F '( * )  =  / (s ) Vx 6 Д.

Очевидно, если F (x ) —  первообразная для /(х), то и любая 
функция вида F (x ) -f С, где С  —  произвольная постоянная, будет 
первообразной* для / (х ). Из условия постоянства дифференцируе­
мой функции следует, что других первообразных на промежутке Д  
функция / (х ) не имеет.

Действительно, если Ф(х) —  некоторая другая первообразная 
для / (х) на Д, то функция ^ (х ) =  Ф (х) — F (x ) постоянна на Д, 
так как ^ '(х ) =  0 на Д. Следовательно, существует постоянная С  
такая, что Ф (х) =  F (x )  +  С  на Д.

Таким образом, первообразная данной функции на промежутке 
определяется с точностью до аддитивной постоянной.

Обобщим понятие первообразной на случай кусочно-дифферен­
цируемых функций.

О п р е д е л е н и е  2. Функция F (x ) называется первообразной (или 
обобщенной первообразной) для функции / (х ) на промежутке Д, 
если на Д функция F (x ) непрерывна, кусочно-дифференцируема и 
F '(x ) =  /(х) всюду, кроме конечного числа точек.
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Л е м м а .  Если функция /(ж) на промежутке Д имеет перво­
образную F (x )  (тонную или обобщенную), то любая ее первообразная 
на Д имеет вид F (x )  +  С, где С  — некоторая постоянная.

Это утверждение следует из условия постоянства непрерывной 
кусочно-дифференцируемой функции.

О п р е д е л е н и е  3. Любая первообразная функции f ( x )  называ­
ется неопределенным интегралом от функции f ( x )  и обозначается

J f (x )d x .

Символ J называется знаком интеграла, выражение f (x )d x  —

подынтегральным выражением, а функция f (x )  —  подынтегральной 
функцией. Операция нахождения неопределенного интеграла от 
функции / называется интегрированием функции /.

Таким образом, если F (x ) —  какая-то первообразная функции 
/(х), то

I  f (x )  dx =  F (x )  +  С,

где С  —  произвольная постоянная.
Пр и м ер 1. Проинтегрируем функцию /(ж) =  х 2.
Очевидно, функция F (x ) =  (1/3)ж3 является первообразной для 

f (x )  =  ж2 на R. Поэтому

J х1 dx =  ia:3 +  С,

где С  —  произвольная постоянная.
П р и м е р  2. Проинтегрируем функцию / (x ) = s g n x .
Очевидно, функция F (x )  =  |ж| является первообразной для 

/(ж) =  sgnx на R, так как F (x )  =  |х| непрерывна на К  и всюду^ 
кроме ж =  0, имеет производную F '(x ) =  sgnx. Следовательно,

J sgn xdx  =  | ж | +  С,

где С  —  произвольная постоянная.

4.2. Основные свойства интегралов. Простой переформулировкой 
определения первообразных являются следующие два утверждения:

1. Если функция /(ж) на промежутке Д  имеет первообразную 
(точную или обобщенную), то

J я * ) dx =  я * ) .  d J / ( * )dx =  / ( * ) dx

на Д  всюду, кроме, может быть, конечного числа точек.
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2. Если функция F (x )  непрерывна и кусочно-дифференцируема 
на промежутке А , то она является первообразной для 
функции F r(x ) на промежутке А , и поэтому

Заметим, здесь функция F '(x ) может быть неопределенной в 
конечном числе точек. Если необходимо, в этих точках ее можно 
доопределить произвольным образом.

Из свойства аддитивности производной следует свойство адди­
тивности интеграла:

3. Если функции f ( x )  и д (х ) на промежутке А  имеют 
первообразные, то функции f ( x )  ±  д (х ) на А  тоже имеют 
первообразные и

Таким же очевидным является и следующее свойство однород­
ности неопределенного интеграла:

4. Если функция f ( x )  на промежутке А  имеет первообраз­
ную, то для любого числа к функция k f (x )  на А  тоже 
имеет первообразную, причем, если к ф 0, то

Если же к =  0, то J  0 • /(ж) dx =  С, где С  —  произвольная 
постоянная. Из аддитивности и однородности следует свойство 
линейности неопределенного интеграла:

Если функции / (х) и д (х ) на Промежутке А  имеют первообраз­
ные, то для любых чисел а и Р  функция o tf(x ) +  Рд{х) на А  тоже 
имеет первообразную, причем, если а2 +  /?2 >  0, то

где а  и ft —  некоторые числа.
Согласно свойствам неопределенного интеграла получаем:

J (/ (* ) ±  Р (* )) dx =  J f ( x )  d x ±  j g (x ) dx.

J (<*/(*) +  P g{x )) dx =  a J / (* ) dx +  0 J g (x ) dx.

П р и м ер .  Проинтегрируем функцию

/ (* ) =  a * 2 +  jSsgnx,

| * 3 +  /?|*| + C.
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4.3. Таблица неопределенных интегралов. Из таблицы произ­
водных элементарных функций следует таблица неопределенных 
интегралов:

Все эти формулы справедливы на промежутках, на которых 
определены подынтегральные функции.

Заметим, что производная элементарной функции является эле* 
ментарной функцией. Однако первообразная элементарной функции 
не всегда является элементарной функцией. Если же интеграл от 
некоторой функции является элементарной функцией, то говорят, 
что он вычисляется.

4.4. Метода интегрирования. В этом пункте, для простоты, 
будем рассматривать только точные первообразные.

Т е о р е м а  1. Пусть функции и =  f (x )  и v ~ g { x )  дифференциру­
емы на промежутке Д. Тогда, если на Д  функция g ( x ) f ( x )  имеет 
первообразную, то функция f (x )g ,(x ) тоже имеет первообразную и

Действительно, производная от правой части этого равенства 
равна f (x )g , (x ).

Формула (1) называется формулой интегрирования по частям 
и часто записывается в таком виде:

Воспользуемся методом интегрирования по частям. Д ля  этого

J /(*)$'(*)ix = /(*М*) -  J $(*)/'(*) <**• (!)

П р и м е р  1. Вычислим интеграл / \nxdx.



126 ГЛ. 3 ПРОИЗВОДНЫЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ И ПЕРВООБРАЗНЫЕ

положим и =  1пх и dv =  dx. Тогда v =  х и du =  (l/x)dx, и поэтому

J In x d x  =  xln  х — J x • i  dx =  x lnx  — x +  С  =  x( lnx — 1) +  С.

П р и м е р  2. Вычислим интеграл J хе* dx.

Положим ti =  х, dv =  er dx. Тогда du =  dx, v =  er , и поэтому

J xe*dx =  xer — J ex dx =  xer — er +  C  =  er (x — 1) +  C.

Т е о р е м а  2. Пусть функции f (y )  и ^ (x ) определены на некото­
рых промежутках и такие, что имеет смысл композиция f(<p (x)), 
и пусть, кроме того, функция ^ (х ) дифференцируема. Тогда, если 
функция F (y ) — первообразная для функции /(у), то функция 
F(<p(x)) — первообразная для функции / (^ (х ))^ ; (х ).

Э т о  утверж дение я в ля е т ся  непосредственны м  следствием  теоре­
мы о  производной  сл о ж н о й  ф ункц ии .

Таким образом, если выполнены условия теоремы 2, то

J =  J f(y )d y , (2)

где у =  ip{x). Аналогично, если функция х =  <р~1{у) дифференци­
руема, а функция / (^ (х ))^ ; (х ) имеет первообразную, то функция 
/(у) тоже имеет первообразную и

J f (y )d y  =  J f{<p(x))<p'{x)dx, (3)

где x =  ip~1(y).
Метод интегрирования, основанный на формуле (2), называется 

методом подстановки, а метод, основанный на формуле (3), —  
методом замены переменной интегрирования.

П р и м е р  3. Вычислим интеграл от ctgx.
Так как

[ c t g x d x =  [  ^ d x ,
J J Sinx

то, полагая у =  sinx, по формуле (2) получаем

j c tgx  dx — J ^  =  In |y| +  C  =  In | sin x| +  C.

П р и м е р  4. Вычислим интеграл от (х2 +  а2) ” 1̂ 2, а >  0. 
Сделаем замену переменной интегрирования x =  asht. Тогда

У  (х2 -|- a2) “ 1̂ 2dx =  J  (a2 ch2t )~ l /2a ch t dt =  J d t  — t +  С^ц
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где t находится из уравнения sht =  x ja . Решая его, находим 

t =  ln(x +  y jx2 +  а2) — In а.

Следовательно,

J (х2 +  а2) " 1̂ 2 dx =  1п(х +  \/х2 +  а2) +  С,

где С  —  произвольная постоянная.

4.5. Интегрирование рациональных функций. Примем без дока­
зательства следующее утверждение:

Любой многочлен п-й степени с действительными коэффици­
ентами однозначно раскладывается на множители вида (х — а)* и 
((х  — а )2 +  /?2)* где /? >  0, сумма степеней которых равна п.

Это утверждение является следствием основной теоремы ал­
гебры, которая будет доказана в теории функций комплексного 
переменного (см. § 6 гл. 6).

Напомним, что рациональной функцией или дробью называется 
функция вида Qm(* )/ ^ n (s )I где Qm(x ) и Рп(х) —  многочлены 
степени т и п .  Если, кроме того, т <  п, то дробь называется 
правильной.

При интегрировании рациональных функций поступают следую­
щим образом: сначала выделяют целую часть, затем получившуюся 
правильную дробь методом неопределенных коэффициентов пред­
ставляют в виде суммы простых дробей, т.е. дробей вида

А Ах  +  Ь
(х — а)* И ((х  — а )2 -|- /32)к ’

Легко видеть, что при интегрировании дробей вида Л/(х — а)к 
может получиться или дробь того же вида, или функция А  In |х — а\. 
Можно показать, что первообразная любой простой дроби другого 
вида является линейной комбинацией дробей того же вида и, может 
быть, функцией 1п((х — а )2 +  /?2) и arctg[(x — ot)/0\. (Доказать это 
утверждение в качестве упражнения.)

f  dx
П р и м е р  1. Вычислим интеграл j  _|_"[)2 ‘

По формуле интегри 
Г dx _  х f  

У X2 +  1 ~  х2 +  1 ] Х (х2 +  I ) 2

'  ♦ * /

По формуле интегрирования по частям получаем:

- 2*

* 2+ i ( * 2 + 1)2
dx =

X2 + 1
+ 2

M W
dx

(я2 +  I ) 2
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Следовательно,

/ dx х [  dx х=  ? Т Т  +  У  1 3 Т Г  =  ? т т  +  “ ctg *  +  а
П р и м е р  2. Вычислим интеграл от функции

/ (* ) =

Так как

X3 +  X2 +  X 

( * 2 +  1)2 ’

/ (* ) =
X 1

+
1

X2 +  1 (х2 +  I ) 2 X2 +  1 X2 +  1 (х2 +  I ) 2 *
то J / (* ) dx =  £ ln (*2 +  1) +  arctgx -  J

dx

+  i ) 2
и, следовательно (см. пример 1),

//0е) ^  ln( * 2 +  ! ) ”  +  С

Глава 4. Исследование функпдй 
с помощью пройзвщп н я » ;

§ 1. Правила Лопиталя раскрытия 
неопределенностей

1.1. Неопределенности вода 0/0. Пусть функции / (х ) и д (х )у 
определенные на интервале (а; Ь), ймеют конечные или бесконечные 
пределы при х —► а (или при х —► 6). Пусть, кроме того, д (х ) ф 0 на 
(а ;6). При этих условиях рассмотрим предел отношения f (x )/ g (x ) 
при х -*  а (соотв., при х —> Ь).

Если пределы А и В  функций / (х) и д (х ) конечные и В ф О, 
то, как известно, предел отношения f (x )/ g (x ) существует и равен 
А/В . Это утверждение естественным образом обобщается, если 
считать, что

— =  оо для любого А ф О,

^  =  оо для любого В ф оо,

=  0 для любого В ф О,
В

—  =  0 для любого А ф оо.
оо
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Однако если А  =  0 и В  =  О или А  =  оо и В — оо, то, зная 
только А  и В, относительно предела отношения нельзя сказать 
ничего определенного, поэтому говорят, что в этих случаях имеют 
место неопределенности вида 0/0 или оо/оо.

Т е о р е м а .  Пусть функции / (х ) и д (х ) на интервале (а ;6) 
дифференцируемы, д '(х ) ф 0 ti / (х ) —► 0, ^ (х) —у 0 при х —> Ь ( или 
при х -*  а). Тогда, если при х —> Ъ ( с о о т в п р и  х —> а) отношение 
производных / '(х )/ д '(х ) имеет конечный или бесконечный предел, 
то справедлива формула

пш м = Um m
*-► 6 g(x)  *-4б 0;(х) ( 1 )

или, соответственно,

И т М  =
д(х)

lim
х-¥а

/ '(* )
д '(х ) (2)

Заметим, что здесь возможны два случая: Ь ф +оо и 6 =  +оо. 
Если 6 ф +оо, то пределы в формуле (1) —  это пределы по 
множеству (а; 6), т.е. когда х 6 — 0. Аналогичные замечания 
следует сделать и относительно формулы (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В случае, когда Ь ф +оо, доопределим 
функции / (х) и д(х )  в точке х =  Ь, положив / (6) =  <7(6) =  0, и 
рассмотрим последовательность { х п}  такую, что

xn G (а, 6) Vn и lim хп =  6. (3)
п—̂оо

Тогда на любом отрезке [хп;6] функции / (х ) и д(х )  удовлетворяют 
всем условиям теоремы Коши, и поэтому

Vn Э£п G (хп; 6)

Следовательно,

/ (gn) _  /'(&»)
$(*п) “  jr46i) '

lim
пАоо

Л * п )

Л*Г»)
lim

n-fOO
f ( t n )
9 '{tn )

Так как это равенство справедливо для любой последовательности 
{ х „ } ,  удовлетворяющей условиям (3), и предел отношения произ­
водных существует,. то формула (1) в случае Ь ф Н-оо доказана. 
Аналогично доказывается и формула (2) в случае а ф —оо.

В случае, когда Ь =  + о о , не ограничивая общности, можно 
считать, что а >  1. Тогда, положив х =  1 ft , замечаем, что функции

¥>(<) =  / ( 7 )  и 1И*) =  9 ( у )  . < € (в ; ^  ,

5 — 1402
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удовлетворяют всем условиям теоремы в случае, когда t —> +0. 
Действительно,

<p{t) -►0 и r/>(t) -»• 0 при t -*  +0, 

=  / '(* )  • =  д '(х )  •

и, наконец, предел отношения <р'№)/ф'{1) при t -¥ +  0 существует,
причем

ь ®  = 1™ Ш -t-¥+0 Ф'(1) *—►+() (^(х) *-*+оо <j'(x)

Следовательно,

,im М = lim Um ш
х-̂ +оо *-►+О tp(t) х->+оо <7'(х)

Аналогично доказывается и формула (2) в случае, когда 
а =  —оо. Теорема доказана.

Формулы (1) и (2) называются правилами Лопиталя раскрытия 
неопределенностей вида 0/0.

П р и м е р  1. Найти предел функции

/(х) =  ctg2x • 1п(л/1 +  2х — sinx) при х —> 0.

как
Реш ение .  Здесь возникает неопределенность вида оо • 0. Но так

lim /(*) =  lim М У П ^ - А . )
х—>0 4 v 7 х->0 31П2 X

то она сводится к неопределенности вида 0/0. Д ля  ее вычисления 
применим правило Лопиталя

i. г/ л (1 +  2х) 1/2 - c o s x
lim / (х) =  lim — ------------- , ■> =  =---- :— -
х-40 х->о 2 sin х • cos х • ( v  1 +  2х — sin х)

(1 + 2x)“1̂ 2—cosx
=  lim --------— ------------ .x-f0 sin2x

Для вычисления последнего предела снова воспользуемся правилом 
Лопиталя:

lim / (х ) =  limx-+<rv 9 х-*0
- (1  +  2х)~3/2 +  sinx 

2 cos 2x

1
2 ’

П р и м е р  2. Найти предел функции

g(x )  =  (у/1 +  2х — sinx)ctg2r при х —у 0.
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Реш ен ие .  Здесь возникает неопределенность вида 1°°. Она 
сводится к неопределенности вида 0 • оо, так как д(х )  =  ехр/(х), 
где f ( x )  —  функция, рассмотренная в примере 1. Следовательно,

И т д (х )  =  е~1/2.

П р и м е р  3. Найти предел функции

/(х) =  ха In ^1 +  ^ , а  >  0, 0 >  О, при х +оо.

Реш ение .  Очевидно,

Иш / (* ) =  lim
ar-f+oo г*4+оо х а

Применяя правило Лопиталя, получаем

lim / (х ) =  lim ——̂ ---- г =  — lim х а~Р.
* - ► + < »  х-у+оо - Q X W ° [ ~ 1 Л  Г -& -+00

Таким образом,

О, если а <  /?,{О, если ас <  0, 
1, если а =  /3, 
+оо, если а >  0.

1.2. Неопределенности вида — . Пусть функции / (х ) и #(х)
оо

определены на конечном или бесконечном интервале (а; 6), и пусть 
/(х) -4 00 и </(х) -+ оо при х —У b (или при х —¥ о). Здесь, как и 
в пункте 1.1, возможны два случая: Ь ф +оо и 1 =  +оо (соотв., 
а ф —оо и а =  —оо).

Т е о р е м а .  Пусть функции / (х) u <j(x) на интервале (а ;6) 
дифференцируемы, <7;(х ) ^ 0  и / (х) —4 оо, у (х ) —► оо при х —¥ Ь ( или 
при х —¥ а). Тогда, если при х —► 6 (соотв., при х -+ а) отношение 
производных /'(хУ/д^х) имеет конечный или бесконечный предел, 
т о  справедлива формула

ш . м . ь . т ,
х- уЬ д(х)  ' * - уЬ д ' (х ) (1)

или, соответственно,

Н т
х -уа

/ ( f )
$ (* )

=  lim т

^ ( * )  *

(2)

5*
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

lim  ™  =  * ,
х-*ь <7; (x)

и пусть последовательность { х п}  такая, что

хп G (а; Ь) Vn и lim хп =  6.
п-+оо

По условию, предел к может быть как конечным, так и беско­
нечным: к =  — оо или Л =  +оо.

Если к —  число, то для любого е >  0 существует € (а; 6) 
такое, что

л * )
а'{х)

- к < е  Var € (»у«; 6), (3 )

С другой стороны, существует N e такое, что

Хп€(т)е \Ь) Ч п >  Ne.

На любом отрезке [rje;xn], п >  Nei функции f ( x )  и $(х) удовле­
творяют всем условиям теоремы Крыш о среднем, поэтому

3£ = ( „ . , ) •  / ( « » ) - / ( » >  /’К»)
^ " € И " * * ' •  » ( « . ) - » ( * )  ‘ « ' К , ) '

Отсюда и из неравенства (3) следуют неравенства

Я * » ) - / ыf c - e <  +  e Vn>TV4.
5(*n) -  g{Vt)

(4)

Так как последовательности {/ (£ „ ) }  и {^ (хп) }  бесконечно боль- 
шие, то

/ Ы - / Ы  

0(*п) - 9 ( ъ )
/ ( « » )
Р(*п)

при п —► оо,

и поэтому эти отношения имеют одни и те же частичные пределы. 
Следовательно, их нижние и, соответственно, верхние пределы рав­
ны. Тогда из неравенств (4) следует, что нижний и верхний пределы 
отношения / (хп)/<7(хп) при п —¥ оо удовлетворяют неравенствам

к — е <  Ищ <  И т ~ [Хп\ <  к +  е
~  п—♦оо д(хп) ~  п->°° д\хп) “

для любого е >  0. Следовательно, эти пределы равны, и поэтому 
предел отношения / (хп)/^(хп) при п - *  оо существует и равен к. 

Формула (1) в случае, когда к —  число, доказана.
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Если теперь к =  +оо, то для любого е >  0 существует r\€ Е (а; 6) 
такое, что

№ ) > е  V *  € ( » / , ;  6).

Тогда

и поэтому

j 'O )

/ ( * » ) - / ы
$ (* * )  -  я Ш

>е 4n>Nt,

iim Ф 4 > еn-foo <7(£n)

для любого е >  0. Следовательно,

lim =  +оо.
9 ( * п )

Формула (1) в случае, когда к =  +оо, доказана. Случай, когда 
к ~  —оо, рассматривается аналогично.

Таким образом, формула (1) доказана во всех случаях. Формула
(2) доказывается аналогично. Теорема доказана.

Формулы (1) и (2) называются правилами Лопиталя раскрытия 
неопределенностей вида оо/оо.

П р и м е р  1. lim хл 1пх =  0 Va >  0.
аг-Н-0

Реш ен ие .  Здесь имеет место неопределенность вида Ооо. Сна­
чала приведем ее к неопределенности вида оо/оо и затем применим 
правило Лопиталя. Таким образом,

lim xa lnx =  lim =  lim — -------г == 0.*-► +0 r-f+O х~а *-►+() —ах"® ” 1

П р и м е р  2. lim =  0 Va >  0.г->+оо X®
Действительно,

г г лlim ---- =  lim -------- г =  0.
z-t+oo  х® ® -> + о о  ах®” 1

П р и м е р З .  lim —  =  0 Va >  1, Va. 
r-f+oo ах

Реш ение .  Д ля  а <  0 это утверждение очевидное. Если а =  п, 
п Е N, то, применяя п раз правило Лопиталя, получаем:
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Если же а  нецелое, то

Vx >  1,

где [а] —  целая часть о. Отсюда следует, что предел отношения 
ха/ах при х -У +оо равен нулю для любого а и любого а >  1.

Заметим, что предел отношения функций может существовать и 
в тех случаях, когда предел отношения производных не существует. 
Например,

.. х — sinx 1
lim ------------ =

*-н-оо 2х + cos х 2
Однако предел отношения производных

1 — cos х
2 — sin х

не существует при х —у +оо.

§ 2. Асимптотические разложения 
по формуле Тейлора

2.1. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано. В
п.3.3 гл. 3 доказано, что если функция / (х ) n —1 раз дифференци­
руема на интервале (а; 6) и имеет n-ю производную на интервалах 
(a;x<j) и (хо;Ь), то для любого х G (а, 6) существует в 6 (0; 1) такое, 
что

/ (* ) =  Е  -  * < * )*+ ^ / (п)( * о + * д * к *  -  « . г ,  ( 1)
к=0

где Дх =  х — хо.
Формула (1), которая называется формулой Тейлора с остаг 

точным членом в форме Лагранжа, доказана при минимальных 
требованиях на функцию /(х). Если, дополнительно, существует 
/(п)(*о), то

где

/(*) =  Е  ^  (ж “  *о)* +  * » (* )(*  “  *о)ж-
к=0

f , _  /(п)(*о +  0А х )  -  /*">(*о)

(2)

Очевидно, если / ^ (х )  непрерывна в точке хо, то a n(x ) -У 0 
при х хо и из (2) следует, что

/(*) = Е  ^ 1 к\°̂ ~ х°)к+°̂х ~ при х ~> Хо' ^
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Асимптотическое равенство (3) называется формулой Тейлора с 
остаточным членом е форме Пеано. Заметим, что в нее входит 
только f ( n) ( x о), а при доказательстве предполагалось, что / (" ) (* )  
существует на (а; 6) и непрерывна в точке хо- Докажем равенство
(3) при минимальных требованиях на функцию /(х).

Т е о р е м а .  Если функция f ( x )  в точке х0 имеет конечную про- 
изводную п-го порядка, то для f ( x )  справедливо асимптотическое 
равенство (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим: чтобы функция 
/ (х) имела / ^ ( х 0), она должна быть n — 1 раз дифференцируема в 
некоторой окрестности точки хо- Следовательно, для / (х) в точке 
хо можно написать многочлен Тейлора n-го порядка:

п

Р п ( х )  =  5 3
к = 0

/ (fc)( * o )
к\

( х - х 0)к.

Очевидно, если гп(х) =  / (х) — Рп(х), то

Гп(*о) =  < (* о ) =  • • • =  г<")(х0) =  о.

Поэтому, применяя п — 1 раз правило Лопиталя, получаем:

lim M f )  _  1=  —г lim
Я - " (х )

(х — X o ) n  n! х-**о X — Х о

А  так как г п̂” ^(хо) =  0, то последний предел, по определению 

производной, равен г£п^(хо) =  0. Следовательно,

гп(х ) =  о((х — х0)п) при х —► Хо.

Теорема доказана.

2.2. Единственность асимптотического разложения по степеням
х  -  х 0 при х —> х 0. Пусть функция / (х) определена на интервале 
(а;хо) (или на (хо;6)). Тогда асимптотическое равенство

я
/ (* ) =  5 Z  а* (*  “  *<>)* +  <>((х -  хо)’ ) при X  -¥ Х о, (1)

к = р
где р и q —  целые числа, р <  q, а а* —  некоторые числа, называется 
асимптотическим разложением функции / (х ) по степеням х — Хо 
при х -+  Хо-

Аналогично, если функция / (х) определена на интервале 
(а ;+оо) (или на (—оо;а)), то асимптотическое равенство

Л Ч - Е З + *
*=Р

при х +оо (2)
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(соотв., при х —оо) называется асимптотическим разложением
функции f ( x )  по степеням х при х - *  +оо (х —► —оо).

Т е о р е м а  1. Для любого заданного целого q функция / (х), х б  
6 (а;хо), может иметь единственное асимптотическое разложе* 
ние вида (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция / (х ) при заданном q имеет 
другое асимптотическое разложение вида (1):

/ (* ) =  Ьк ( *  -  *о)* +  о ((*  -  *о )9) (3)
к = р х

при х —► хо. Можно считать, что p =  pi, так как, если, например, 
р <  P i , то положим 6* =  0 для к <р\.  Тогда из равенств (1) и (3) 
получаем

-  6*)(х -  х0)* =  о((х  -  х0)9). (4)
к=Р

В случае, когда р <  0, умножим равенство (4) на (х — хо)” р и 
перейдем к пределу при х —> хо. В результате получим ар — Ьр =  0. 
Таким образом последовательно получаем равенства а *— 6* = 0  для 
любого отрицательного к. Бели q <  0, то теорема доказана, а если 
q >  0, то из равенства (4) следует, что

53 (а* -  Ьк) (х  -  х0)* =  о((х -  х0)9) . (5)
к =О

при X -4  Х0.

Из равенства (5) в пределе при х —> x<j получаем ао =  Ьо- Если 
q =  0, то теорема доказана, а если q >  1, то

-  *о )* -1 =  о( (х  -  х0)9-1)
к=1

при х -► хо. Отсюда, как и выше, получаем а\ =  6i, и т.д. Теорема 
доказана.

Аналогично доказывается и следующая теорема.
Т е о р е м а  2. Для любого целого q функция f ( x ) ,  х 6 (a;-foo), 

может иметь единственное асимптотическое разложение вида 
(2).

Заметим, что асимптотические разложения (1) и (2) обладают 
одним характерным свойством: в сумме, стоящей в правой части 
равенства, каждое следующее слагаемое есть о-малое от предыду­
щего. В теории асимптотических разложений это свойство является 
определяющим. Здесь мы не будем развивать эту теорию в об­
щем виде, а ограничимся лишь рассмотрением асимптотических 
разложений, которые получаются из формулы Тейлора.
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С л е д с т в и е .  Если функция / (х) в точке xq имеет конечную 
производную п-го порядка и

п

/И  = 51М * -*<,)* + о((*-аг0)п) (6)
к =О

при х —► а?о> то асимптотическое равенство (б) является формулой 
Тейлора для функции f ( x )  в точке хо, т е.

ак /(*>(*о)
Jfc!

к  =  0 , 1 , . . . ,  п.

2.3. Асимптотические разложения по формуле Тейлора простей­
ших элементарных функций. В п. 3.4 гл. 3 были приведены формулы 
Тейлора в точке x<j =  0 с остаточным членом в форме Лагранжа 
для функций

у =  ех , у =  sinx, у =  cos х , у =  1п(1 +  х), у = ( 1  +  х )а .

Из этих формул получаются (см. п.6.1) следующие асимптоти­
ческие разложения по формуле Тейлора (с остаточным членом в 
форме Пеано):

в“ = 1 + £ т Г  + в(*ЖЬк=1
(1)

sinx = p ( - l ) k^  + o ( x ^ ) , (2)

п -2 к
co8x = l + ^ ( - l ) fe|r7 +  o(a:2'‘+1), 

к=1 iK‘
(3)

1п(1 + о:) = ^ ( - 1 )к- 1̂  + ф " )1 (4)
*=1

k=1

при х -¥  0. Д ля  а =  n, n G N, получаем формулу

(1 +  * ) -  =  £ с * * \
к =О

(5)
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которая является частным случаем формулы бинома Ньютона. 
Если а =  —1, то

- | -  =  1 —* +  х2 —*3 +  ... +  (—1 ) " * " + ф " )  (6)
1 *т X

при х -¥  0.
Получим некоторые формулы, пользуясь теоремой о единствен­

ности асимптотического разложения по степеням х.
Так как

о 1 -  xn+1
1 +  х +  х2 +  .. .  +  хп =  — --------,

1 — X
то

1 xn+1
т----------- =  1 +  Х  +  Х 2 +  . . .  +  Х П +  -------------
1 — X 1 — X

и, следовательно,

■j— — =  1 +  х +  х2 +  .. .  +  хп +  о(хп) (7)

при х -4 0. Из теоремы о единственности асимптотического разло­
жения следует, что последняя формула является формулой Тейлора 
с остаточным членом в форме Пеано для функции у =  1/(1 — х). 
Заметим, что формула (6) получается из формулы (7) заменой х 
на —х.

Аналогично заменой х на —х в формуле (1) получаем формулу 
Тейлора с остаточным членом в форме Пеано для функции у =  е“ г

е -*  =  1 +  £ ( - 1 ) * £  +  о (* " )  (8)
fc=i

при х 4  0. Из равенств (1) и (8) почленным сложением и 
вычитанием получаем формулы Тейлора для shx и chx:

chx = 1 + £  ^щ  + о(*аж+1). (9)
П

®h* =  5 Z
k = 0

X 2* +1

(2k +  l)\
+  o(x2n+2) (1 0 )

при x —Y 0. Заметим, что в (9) вместо о (х2п) написано o(x2n+1), 
так как коэффициент при x2n+1 равен нулю. По этой же причине 
и в (10) вместо o(x2n+1) написано о(х2п+2).

Выведем еще формулу Тейлора в точке хо =  0 для функции 
/ (х) =  arctgx. Из равенства (6) заменой х на х2 получаем:

t^ = 1+D - 1>v ‘ +o<*,"+‘> (И)
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при х —̂ 0. Далее, так как /(0) =  0 и

П х )  =  r h  =  D - i ) fc* 2fc+ ° ( * 2n+1).
к=0

ТО
/<2*+i)(0) =  (-1 )* (2 * )!,  /<2*>(0) =  0.

Следовательно,

п 2fc+l
arctg* = X ;(-l)fe| ri- r + o(x2'‘+2) (1 2 )

при х —> 0.
Выше с помощью теоремы о единственности асимптотического 

разложения по степеням х получены формулы Тейлора (7)—(12) 
для соответствующих функций. Таким образом можно получить 
асимптотические разложения, которые не будут формулами Тей­
лора. Например, заменой х на х 1/3 из формулы (1) получаем 
асимптотическое разложение:

п if/ з
ехрх1/3 =  1 +  ^  +  о(хп/э)

*=1

при х 0. Аналогично из формулы (2) при п =  1 следует, что

sinx1' 3 =  х 1' 3 -  % +  о(х4' 3) при х 0. 
о

Бели же в (4) переменную х заменить на — 1/х, то получим 

асимптотическое разложение функции In ^1 — при х ±оо:

пр. . - ± о о .

§ 3. Условия монотонности и выпуклости 
дафференцируемых функций.
Экстремумы и точки перегиба

3.1. Условия постоянства, возрастания и убывания дифферен­
цируемых функций. Как известно (см. п.3.2 гл.З), имеет место 
следующий критерий постоянства дифференцируемой функции: 

Если функция f ( x )  дифференцируема на интервале (а; 6), то 
f ( x )  постоянна на (а; 6) тогда и только тогда, когда f { x )  =  0 на



140 ГЛ. 4 ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ

Сформулируем и докажем критерий возрастания (убывания) 
дифференцируемой функции.

Т е о р е м а  1. Если функция f ( x )  дифференцируема на интервале 
(а; 6), то f ( x )  возрастает (убывает) на (а; 6) тогда и только тогда, 
когда / '(х ) >  0 (соотв., / '(х ) <  0) на (а; 6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если f ( x )  возрастает на (а;6), то для 
любых х и х +  Дх из (а;Ь) разность Д/ =  f ( x  +  А х )  -  / (х) имеет 
тот же знак, что и Дх, и поэтому всегда Д//Дх >  0. Отсюда в 
пределе при Дх —► 0 следует, что /; (х) >  0. Аналогично, если / (х) 
убывает на (а; 6), то Д//Дх <  0, и поэтому / '(х ) < 0  на (а; 6).

Наоборот, для любых х и х +  Дх из (а; 6), по теореме Лагранжа, 
существует f  такое, что Д / =  / '(£ )Дх. Поэтому, если / '(х ) >  0 
(<  0) на (а ;6), то / (х ) возрастает (убывает) на (а; 6). Теорема 1 
доказана.

В заключение докажем достаточное условие строго возрастания 
(убывания) дифференцируемой функции.

Т е о р е м а  2. Если функция f ( x )  на интервале (а ;Ь) дифферен­
цируема и f ' ( x )  > 0  ( <  0) на (а; 6), то она строго возрастает 
(убывает) на (а; 6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Лагранжа, для любых х и 
х +  Дх из (а; 6) существует £ такое, что

/(х +  Д х) -  / (х) =  / '(0  Дх.

Отсюда следует, что если /;(х ) >  0, то f ( x )  строго возрастает, а 
если f ' ( x )  <  0, то / (х ) строго убывает на (а; 6). Теорема 2 доказана.

Аналогично доказывается и следующее утверждение.
Т е о р е м а  3. Если функция f ( x )  непрерывна на отрезке [а ;6] (на

1а;6] или Га;6)), дифференцируема на интервале (а\Ь) и f ( x )  >  0 
<  0) на (а; 6), то она строго возрастает (убывает) на отрезке 
а; 6] (соотв., на (а ;6] или [а; 6)).-

Заметим, что условие: /; (х) >  0 на (а; 6), являясь достаточным, 
не является необходимым для строго возрастания дифференцируе­
мой функции / (х ) на (а; 6). Например, функция /(х) =  х3 строго 
возрастает на R, но /'(О) =  0.

3.2. Необходимое и достаточные условия экстремума функщш.
Точки экстремума и экстремальные значения функции (локальные 
минимумы и локальные максимумы) определялись в § 3  гл. 3. 
Там же была доказана теорема Ферма:

Если функция f ( x )  в точке хо дифференцируема и хо является 
точкой экстремума для f ( x ) ,  то /; (хо) =  0.

Таким образом, для дифференцируемой функции / (х) условие 
/;(хо) =  0 является необходимым для того, чтобы точка хо была 
точкой экстремума.

Заметим, что условие /'(хо) =  0, являясь необходимым, не 
является достаточным для того, чтобы точка хо была экстремальной
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для f ( x ) .  Например, для /(ж) =  ж3 имеем: /'(О) =  0, но точка 
жо =  0 не является экстремальной.

О п р е д е л е н и е  1. Точка жо называется стационарной тонкой 
функции /(ж), если /(ж) в точке жо дифференцируема и /'(ж0) =  0. 
Если же /'(жо) > 0  (<  0), то жо называется точкой возрастания 
(убывания) функции /(ж).

Из теоремы Ферма следует, что точки экстремумов данной 
функции следует искать среди стационарных точек и точек, в 
которых нет производной.

О п р е д е л е н и е  2. Точка жо G D j  называется точкой строгого 
максимума (минимума) функции /(ж), если существует окрестность 
0 (жо) точки ж0 такая, что

Уж £ 0 ( х о) П D j  /(ж) <  / (ж0) (соотв., /(ж) >  /(ж0)).

Точки строгого максимума и минимума функции называются 
точками строгого экстремума этой функции.

Т е о р е м а  1. Пусть функция /(ж) непрерывна на интервале 
(а; 6) и дифференцируема на интервалах (а;жо) и (жо',6). Тогда, если 
f ' ( x )  >  0 на (а;жо) и /'(ж) <  0 на (жо;6), то жо — точка строгого 
максимума, а если /; (ж) <  0 на (а;ж0) и /'(ж) >  0 на (жо;6), то 
жо — точка строгого минимума функции /(ж).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 3 из п.3.1, если / '(ж) >  0 на 
(а;жо), то /(ж) строго возрастает на промежутке (а; жо], и поэтому 
/(ж) <  / (жо) для любого ж G (а;жо). Аналогично, если /;(ж) <  0 на 
(жо;6), то /(ж) <  /(ж0) для любого ж G (ж0;6).

Первое утверждение доказано, второе доказывается аналогично. 
Теорема 1 доказана.

Доказанную теорему образно формулируют следующим образом: 
Если при переходе через точку жо производная /; (ж) меняет знак 
с плюса на минус, то жо — точка максимума, а если — с минуса 
на плюс, то ж0 — точка минимума функции /(ж) (рис. 4.1 и 4.2).

Рис. 4.2

Т е о р е м а  2. Пусть функция /(ж) в точке жо имеет конечную 
производную 2-го порядка. Тогда, если /; (жо) =  0, a /"(жо) >  0 (<  0), 
то жо — точка строгого минимума (максимума) функции /(ж).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле Тейлора с остаточным членом 
в форме Пеано имеем:

/ (* ) =  / Ы  +  0 / " Ы  +  < * (* )) (*  -  *о )2, 

где <*(ж) - *  0 при х —> хо.

Если /"(жо) >  0, то ЗО(хо): Vx € 0 (х о) jj/ "(xo ) +  а(ж) >  О,
itО

и поэтому /(ж) >  /(хо) Vx GO(xo). Следовательно, хо —  точка 
строгого минимума функции /(х).

Аналогично доказывается, что если /"(хо) <  0, то хо —  точка 
строгого максимума функции /(х). Теорема 2 доказана.

3.3. Интервалы выпуклости. Из рассмотрения графика функции 
у =  sinx замечаем, что на интервале (0;тг) он является выпуклым 
вверх, на интервале (—тг; 0) —  выпуклым вниз, а в точке х =  0 
он перегибается через касательную, Чтобы иметь возможность 
работать с этими понятиями, дадим им точные определения.

О п р е д е л е н и е .  Функция / (х), х Е  (<*,&), называется выпуклой 
вниз на интервале (а ;6), если для любых xi ,X2 € (а ;6) и лю­
бых положительных 01,02 таких, что а\ +  <*2 =  1, справедливо 
неравенство

/(<*1X1 +  <*2ж2) <  <*i/(xi) +  a 2/ (x2). (1)
Если же выполняется неравенство

/(<*1*1 + <*2* 2) > <*i/(*i) +  <*г/(*2), (2)
то функция / (х) называется выпуклой вверх на интервале (а; 6).

В этом случае интервал (а; 6) называется интервалом выпукло­
сти вниз (соотв., вверх) функции /(х).

Условия (1) и (2) означают, что любая точка дуги М 1М 2 графика 
функции у =  / (х), х Е (а; 6), лежит не выше и, соответственно, не 
ниже хорды М 1М 2 (рис. 4.3 и 4.4).

142 ГЛ. 4 ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ

Если в (1) ( соотв., в (2) ) для xi ф хг стоит строгое неравенство, 
то функция / (х) называется строго выпуклой вниз (соотв., вверх) на 
интервале (а; 6), а интервал (а; 6) называется интервалом строгой 
выпуклости вниз (вверх) функции /(х).
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Т е о р е м а .  Если функция f ( x )  дифференцируема на интервале 
(а\Ь) и / '(х ) убивает ( возрастает) на (а ;6), то f ( x )  выпукла вверх 
(вниз) на (а; 6). Если ж е  / '(х ) строго убывает ( возрастает) на 
(а; 6), то f ( x )  строго выпукла вверх (вниз) на (а; 6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть x i ,X2 Е (а ;6) и, для определенности, 
х\ <  х2. Пусть, далее, а\,а2 —  положительные числа, a i + с*2 =  1. 
Тогда точка х а =  a ix i  +  а 2х2 удовлетворяет неравенствам: х\ <
<  Х а  <  Х2.

По теореме о среднем Лагранжа имеем:

3*1 € (*i;*e) : /(*«) -  /(*i) =/'(*i)(*a -  *1),
Э& € (я<«; ar2) : /(*2 ) -  /(*«) =/'(*г)(*а -  *«),

Первое равенство умножим на оц, второе —  на <*2, а затем из 
первого вычтем второе. В результате получим равенство:

f ( x a) -  -  a 2f ( x 2) =  / '(6 )® i ( * « .  ~ * i )  -  /,(6 )“а(*а -  *е>)- (3)

Заметим, что

Xa — X \  =  QfiXi + a2X2 — Xi = — C*2Xi + 02X2 =  СГз(х2 — Xj)

и, аналогично, X2 — xa =  c*i(x2 — Xi), поэтому

/ (xa) -  a i/ (x i )  -  a 2/(x2) =  Qfia2(x2 -  x i)(/ '(£ i) -  / '(6 ))>

где £1 <  ^2- Следовательно, если /; (х ) убывает (возрастает), то

/ (х * ) -  a i/ (x i )  -  a 2f { x 2) > 0  (<  0).

Это и доказывает, что функция / (х ) выпукла вверх (соотв., вниз) 
на интервале (а; 6).

Аналогично доказывается и второе утверждение. Теорема до­
казана.

С л е д с т в и е .  Если функция / (х ) дважды дифференцируема и 
/ "(х ) < 0  (>  0) на интервале fa; 6), то / (х ) выпукла вверх (соотв., 
вниз) на (а; 6). Ясли ж е  / " (х ) < 0  (>  0) на (а; 6), т а  / (х) строго 
выпукла вверх (соотв., вниз) на (а; 6).

3.4. Точки выпуклости и точки перегиба. Пусть функция у =  
=  /(х) определена в некоторой окрестности точки хо и в этой точке 
она имеет касательную.

О п р е д е л е н и е  1. Если существует окрестность О(хо) точки xq
о

такая, что точки графика функции у =  / (х) при х EO(x<j) лежат 
выше (ниже) касательной, то хо называется тонкой выпуклости 
вниз (вверх) функции f ( x ) .

Например, для функции у =  х2 любая точка х Е R  является 
точкой выпуклости вниз. Д ля функции у =  sinx любая точка



х £ (тг; 0) есть точка выпуклости вниз, а любая точка х £ (0; тг) —  
точка выпуклости вверх.

О п р е д е л е н и е  2. Если существует окрестность О(хо) =  (а;Ь) 
точки хо такая, что точки графика функции у =  / (х) при х £ (а; хо) 
лежат по одну сторону от касательной, а при х £ (x<j;6) —  по 
другую, то хо называется тонкой перегиба функции / (х).

Например, точка х =  0 является точкой перегиба для функций 
у — х3, у =  х 1/3 и у =  sinx. Для функции у =  |sinx| точка 
х =  0 является угловой точкой, а для функции у =  х2̂ 3 —  точкой 
возврата (угловой точкой с нулевым углом).

Т е о р е м а  1. Если функция / (х ) в точке хо имеет конечную 
вторую производную и /,;(хо) >  0 (<  0), то точка хо является 
точкой выпуклости вниз [вверх) функции / (х ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из формулы Тейлора:

/(*)■ =  Я * о )  +  / '( * о )(*  -  ®о) +  | / " (1о )(*  -  ®о) +  « ( * ) ( *  -  го )2,

где а (х ) =  о(1) при х —► хо. Действительно, если /"(хо) >  0, то 
существует окрестность О(хо) точки хо такая, что для любого 
х ф хо из этой окрестности

о) +  “ (* )  >  0
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и, следовательно,

/ (* ) >  / (*о ) +  / '(«о )!®  -  ®о),
О

т.е. точки графика функции у =  / (х ) для х £ 0 ( * о )  лежат выше 
касательной в точке хо- Аналогично, если /;/(хо) <  0, то

ЗО(х0) : Vx £ О (х0) / (х) <  / (х0) +  f ' ( x o ) ( x  -  х0).

Теорема 1 доказана.
С л е д с т в и е .  Если функция / (х ) в точке хо имеет конечную 

производную второго порядка и точка хо является точкой перегиба, 
для /(х), то /,;(хо) =  0.

Действительно, если //;(хо) Ф 0, то, согласно теореме 1, точка 
хо есть точка выпуклости вверх или вниз.

Заметим, что условие /,;(хо) =  0 не является достаточным 
для того, чтобы точка хо была точкой перегиба функции f ( x ) .  
Например, для функции / (х) =  х4 точка х =  0 является точкой 
выпуклости вниз, хотя /"(О) =  0.

Заметим еще, что если функция / (х ) в точке хо непрерывна,1 
/;(хо)=«И-оо (или —оо) и, следовательно, ее график в точке хо имеет 
вертикальную касательную, то хо —  точка перегиба функции /(х).
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Т е о р е м а  2. Пусть функция /(ж) имеет непрерывную про­
изводную на интервале (а; 6), содержащем точку xof и дважды 
дифференцируема на интервалах (а;жо) u (x<j;6). Тогда, если /"(ж) 
на (а;хо) положительна, а на (x<j;b) отрицательна, или наоборот, 
то хо — точка перегиба функции /(ж).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции /(ж) напишем формулу Тей­
лора с остаточным членом в форме Лагранжа:

/ ( * )  =  / ( х о )  +  / ' ( * о ) ( *  -  Х о )  +  ^ / " ( 0 ( *  -  * о ) 2 ,

где £ лежит между ж и жо. Из нее видно, что если /"(ж) имеет 
разные знаки на (а;хо) и (ж0;6), то график функции перегибается 
через касательную. Теорема 2 доказана.

Таким образом, равенство нулю второй производной являет­
ся необходимым условием, а смена знака второй производной —  
достаточным условием точки перегиба функции.

Приведем еще одно достаточное условие точки перегиба. 
Т е о р е м а  3. Пусть функция /(ж) в точке жо имеет конечную 

производную 3-го порядка. Тогда, если /"(жо) =  0, а /"'(жо) ф 0, то 
Хо — точка перегиба функции /(ж).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следует из формулы Тейлора:

f ( x )  = fix о) +  f i x  0)(х -  Хо) +  Jj f ' ix  о)(* -  *о)3(1 + <*(х)),

где а(ж) 0 при ж —¥ жо* Действительно,

ЗО(ж0) : Vx € 6 (х 0) 1 +  а(ж) >  i ,

а так как (ж —жо)3 меняет знак при переходе ж через жо, то жо —  
точка перегиба. Теорема 3 доказана.

В общем случае, пусть

f i x )  =  f i x  о) +  f i x  о)(х -  хо) +  1/<">(х о)(х  -  хо)" +  о ((х  -  хо)п)

при х -+ хо, где п >  2 и f ^ ( x o )  ф 0. Тогда, если п нечетное, то x<j 
— точка перегиба функции f { x ) ,  а если п четное, то xq — точка 
выпуклости (вверх, если /^п (̂жо) <  0, и вниз, если f ( n) (хо) >  0).

Глава 5. Векторные функцди и кривые 
на плоскости и в пространстве

§ 1. Пределы и производные векторных функций,
1.1. Определение и кинематическая интерпретация векторной 

функции. В предыдущих главах рассматривались скалярные функ* 
ции скалярного аргумента, здесь будем рассматривать векторные 
функции скалярного аргумента, т.е. функции, у которых аргумент 
принимает числовые значения, а значениями функции являются 
векторы.
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О п р е д е л е н и е .  Пусть заданы множество Т  С R  и правило, 
которое каждому числу t 6 Т  ставит в соответствие некоторый 
вектор г =  г(t ) на плоскости или в пространстве. Тогда множе­
ство всевозможных нар вида (*;г(<)), t € Т, называется векторной 
функцией скалярного ( числового) аргумента и обозначается г =  г($),

В частности, векторная функция r (f), t £ N, —  это последова- 
тельность векторов { г п}, где гп =  г(п ), п Е N.

Если все рассматриваемые векторы лежат в одной плоскости и 
в этой плоскости выбран некоторый базис, то задание векторной 
функции г =  r(t), t € Т , равносильно заданию двух числовых 
(скалярных) функций:

где *(<), у(<) —  координаты вектора г(*) по выбранному базису. 
Эти функции называются координатами векторной функции r(t),

Аналогично, если рассматриваются векторы в пространстве (трех­
мерном или, вообще, n-мерном, см. § 1 гл. 6), в котором выбран не­
который базис, то задание векторной функции г =  г(/) равносильно 
заданию трех или п скалярных функций (координат вектора г ( t) ).

В дальнейшем будем рассматривать в основном векторы на 
плоскости или в трехмерном пространстве и будем считать, что 
выбранные базисы являются ортонормированными.

Часто векторы r ( t )  понимают как радиус-векторы точек от­
носительно некоторой фиксированной точки О. Тогда векторная 
функция г =  , t G Т, описывает множество точек М  с радиус-
векторами О  = r{t). Это множество точек называется годогра­
фом (или графиком) векторной функции г (t ) а функция г(<) —  
параметрическим представлением, этого множества. Независимая 
переменная t называется параметром этого представления.

Примером векторной функции является линейная функция г =  
=  a/+b, < € К, где а и Ь —  заданные векторы, а ф 0. Как известно, 
эта функция описывает прямую (на плоскости или в пространстве), 
которая проходит через точки с радиус-векторами Ь и а +  Ь.

Другим примером векторной функции будет функция

где e i , e 2 —  единичные взаимно ортогональные векторы. Эта функ­
ция является параметрическим представлением единичной окруж­
ности с центром в точке О.

Векторными функциями описывают движения точек. Именно, 
считают, что функция г =  г(/) описывает движение точки М  с ра­
диус-вектором О Й  =  r (t), где t —  время. Тогда функция r ( t )  назы­
вается законом движения, а ее годограф —  траекторией точки М .

t ет .

*  =  *(*)■ У =  У(<)>’ * € Г ,

t e T .

г =  0i соз < +  ег sin t , t € [0; 2тг]
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1.2. Пределы и непрерывность векторных функщкй. Начнем с 
определения предела векторной функции в предельной точке. В 
частности, оно будет и определением предела последовательности 
векторов.

О п р е д е л е н и е  1 . Пусть to —  конечная или бесконечно удален­
ная предельная точка множества Т  С ® . Тогда вектор а называется 
пределом векторной функции г =  r (t), t G Т, при t —► to, если

lim |r (i) -  *| =  °.

В этом случае будем писать а =  lim r(t) или « г (t) —> а при t —> to».

Очевидно, если г (t) - *  а при t to, то г (t) =  а +  p(t), где 
p (t) -> О при t -4 to, и наоборот. В этом случае пишут:

r ( t ) = a  +  o ( l )  при t - f t o .

Т е о р е м а  1. Вектор а является пределом векторной функции 
r (t) при t —► to тогда и только тогда, когда координаты вектора 
а являются пределами соответствующих координат вектора г (t) 
при t —У to-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 01, 02,03 —  координаты вектора а, 
a xi (t), X2(t), X3(t) —  координаты вектора r (t) по данному орто- 
нормированному базису. Тогда справедливы неравенства:

з
|i<(i) -а<| <  |r(t) -a |  -Oj|, i  =  1,2,3,

i= i

из которых и следуют утверждения теоремы. Теорема 1 доказана.
Т е о р е м а  2. Если скалярная функция f ( t )  и векторные функции 

a (t) ti b (t) имеют пределы при t —> to, t 6 Т, mo

Нш |а(<)| =  | lim a(t)|,
t —►to t- fto

lim f ( t )a { t )  =  lim f ( t )  • lim a(<),
t—ft<) t ^ t  о t*4to

Um (a(<) ±  b(<)) =  lim a(<) ±  lim b(<),
t—ft 0 t—fto t—ft o

Km (•(<), b (« )) =  (tUm a(<), Um b (t)), 

lim [a (l),b (t )] =  [lim  a(<), lun b (t)].
t—fto t—fto t—fto

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем первое и последнее утверждения. 
Пусть l im a ( t ) = a o .  Тогда, как известно,

t—fto

I N O I - M I< | a ( t ) - a o | .

Отсюда и следует первое утверждение.
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Пусть, далее, Н т Ь (* )= Ь 0. Тогда a ( t )= a 0+ a ( l ) ,  Ь(<) =  Ь0+/3(1), 

где a ( t )  -¥  0, /3(<) —> 0 при t to, и поэтому 

|[а(<),Ь(<)] -  [а0,Ь 0]| =  | [a (t ) ,b ( i ) ] -  [а0,/3(<)]| <

< 1«(01 • N01 +  1ао| • И<)| -> 0
при t —► <0* что и доказывает последнее утверждение. Другие 
утверждения доказываются аналогично. Теорема 2 доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Векторная функция r (t), < G Т, называется 
непрерывной в предельной точке to £ Т , если предел r (t) при t t0 
существует и равен r(to). В любой изолированной точке множества 
Т  функция г (t) тоже считается непрерывной.

Из теоремы 1 следует, что векторная функция непрерывна 
в некоторой точке тогда и только тогда, когда в этой точке 
непрерывны ее координаты.

Из теоремы 2 следует, что длина непрерывного вектора не­
прерывна, сумма непрерывных векторов непрерывна, произведение 
(любое) непрерывных функций непрерывно (в точке или на некото­
ром множестве). Например, векторное произведение непрерывных 
векторов —  непрерывный вектор.

Так же, как и для скалярных функций, доказывается теорема 
о непрерывности сложной функции:

Если функция у =  <р(х) непрерывна в точке хо, а векторная 
функция г (у) непрерывна в точке уо =  <р(х о), то сложная функция 
г(у>(х)) непрерывна в точке xq.

1.3. Производные векторных функций. Определение производ­
ной векторной функции почти дословно повторяет соответствующее 
определение для скалярных функций.

Пусть заданы векторная функция r(t), < g T ,  и точка to Е Т. 
Тогда для любого t Е Т , t ф t0, частное

r(Q  -  rfto) _  r(tp +  h )~  rfto) 
t - 10 h

где h =  t — to, называется разностным отношением функции г(1) в 
точке t0 с шагом А.

О п р е д е л е н и е  1. Предел разностного отношения функции r(t), 
t Е Т , в точке to Е Т  с шагом А при А -*  0 называется производной

dr
векторной функции в точке to и обозначается r'(to) или —  (to). 

Таким образом, по определению,

''<*■> =  Um
T(t) -  r(*o) 

t - t o
г Д гhm - г - .

At-* 0 A t

где A t =  t — to, A r  =  r (t ) — r(to).
Аналогично определяются односторонние производные векторной 

функции.
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О п р е д е л е н и е  2. Векторная функция г (t) называется диффе- 
ренцируемой в точке to, если она определена в некоторой окрест* 
ности точки to и в этой точке имеет производную.

Очевидно, функция г (t) дифференцируема в точке to тогда и 
только тогда, когда

r(t) =  r (t0) +  r '(t0) A t +  a (t )A t, 

где a (t )  0 при t —► to.
Из теоремы 1 п.1.2, следует, что векторная функция r(t) диф4 

ференцируема в точке to тогда и только тогда, когда в этой точкё 
дифференцируемы координаты вектора r (t), причем координатами 
вектора-производной являются производные координат вектора r (t),

г ' (to) =  (* i ( t o ) , * 2(*o)»*a(<o)).

где ап,Ж2,хз —  координаты вектора г.
Обычным образом доказываются правила дифференцирования 

для векторных функций:
1. Если функции a(t)  и b (t) дифференцируемы в точке to, то в 

этой точке функции a ( t ) ± b ( t ) ,  (a ,b ) и [а,Ь] дифференцируемы и

( а ± Ь ) '  =  а ' ± Ь ' ,

(а, Ь )' =  (а ',Ь )+  (а, Ь '),

[а ,Ь ]' =  [а ',Ь ] +  [а,Ь '].

2. Если функции f ( t )  и r (t) дифференцируемы в точке to, то в 
этой точке функция / (t)r(t) дифференцируема и

(М '  = / 'г  +  f t

3. Если функция (р =  <p(t) дифференцируема в точке to, а функция 
г =  г(^>) дифференцируема в точке <ро =  ^(to)> шо сложная функция 
r(^>(t)) дифференцируема в точке to и

dr _  dr dp 
dt dp dt *

С л е д с т в и е .  Если на интервале (а ;6) векторная функция r (t) 
дифференцируема и такая, что |r(t)| =  const, то

(r (i), r '(t ) ) =  0 Vt € (а; 6),

m.e. вектор r ; (t) ортогонален вектору r (t).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция (r (t ) ,r (t ) )  постоянна на 

(а; 6), то ее производная на (а; 6) равна нулю, и поэтому

^ ( г . г )  =  2 (г ,г ,) =  0.

Следствие доказано.
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Заметим, что если векторная функция г =  г (t ) описывает дви­
жение точки, то производная г'($) при t — to называется скоростью 
в момент времени to- Здесь г (t ) —  радиус-вектор движущейся 
точки М  относительно некоторого центра О, a r;(t) —  вектор ско­
рости точки М  в момент времени t. Тогда утверждение следствия 
означает, что при движении точки по сфере (или по окружности) 
ее скорость ортогональна радиусу сферы (соотв., окружности).

Как показывает следующий пример, для векторных функций не 
будет справедливой теорема Лагранжа о среднем и даже теорема 
Ролля.

П ример.  На плоскости рассмотрим векторную функцию г =  г (t) 
с координатами

х =  cost, y =  sint, t G R.

Она в точках t =  0 и t =  2тг принимает равные значения: г(0) =  г(27г) 
— вектор с координатами (1; 0). Однако ее производная нигде не 
обращается в ноль, так как

|г;(t)\ =  у/sin2 t +  cos21 =  1 V* G'R.

Вместо теоремы Лагранжа о среднем для векторных функций 
имеет место следующее утверждение.

Т е о р е м а .  Если векторная функция r ( f )  дифференцируема на 
интервале (а; 6) и непрерывна в точках а и 6, то

Зг € (а; 6) : |г(6) -  т(а)\ <  (6 -  а)|г'(т)|. (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если г(а ) =  г(6), то неравенство (1) спра­
ведливо для любого г  G (а;Ь). Если же г(а ) ф г(6), то, введя 
единичный вектор

г (6 ) -  г (а ) 
е -| г (6 )- г (а )| -

получим равенство

|г(6) -  г(а)| =  (г(Ь) -  г (а )),е ) =  (г(6 ),е ) -  (г (а ),е ),

в котором справа стоит разность числовой функции f ( t )  =  (r (t ) ,e ) 
в точках а и 6.

Функция f ( t )  непрерывна в точках а и b и дифференцируема 
на интервале (а; 6), причем f ' ( t )  =  (г '(/ ),е ), поэтому существует 
г  G (а; 6) такое, что /(6) -  /(а) =  (6 -  а )(г '(г ) ,е ) и, следовательно,

|г(Ь) -  г(а)| =  (6 -  a)|(r'(r),e)| <  (6 -  а)|г'(г)|.

Теорема доказана.
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1.4. Радиальная и трансверсальная составляющее производной.
Пусть векторная функция г =  г(<), определенная на некотором 
промежутке, дифференцируема и такая, что |r(t)| ф 0. Тогда 
скалярная функция |r(t)| тоже дифференцируема и

а  ■ '  |г|

Положим

Г|(<) =
_  г(*)

Й О Г

Очевидно, что векторная функция n ( t )  дифференцируема и вектор 
1*1 (*) ортогонален вектору r\(t).

Дифференцируя функцию г =  |r(f)|ri(f) по правилу дифферен­
цирования произведения, получаем равенство

*  _  ^ М р 4 . l r i * i
dt -  dt 1 +  11 dt ’

из которого следует, что производная векторной функции разлагаг 
ется на две составляющие: радиальную (направленную по радиусу) 
и трансверсальную (поперечную, ортогональную радиусу). 

Положим
dv\
dt =  СГГ2,

где о  >  0, а гг —  единичный вектор, ортогональный вектору r i(t ). 
Тогда

^  =  (Г.Г')М Г1 +  |г|аг3.

Отсюда после умножения на г векторно получаем:

[г, г*] =  |г|о[г,г2].

Так как |[г, гг]| =  |г|, то

д _  |[г -г<11

Следовательно,
dr _  (г ,г ') |[г,г']|

* " T T ri + n ? r r!
Коэффициенты этого разложения обозначают vr и vt и называют 

радиальной и трансверсальной компонентами скорости:

tv =
_  (r.rO „ _  |ИГ']|

Г
( 1 )
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П р и м ер .  Найдем радиальную и трансверсальную компоненты 
скорости точки, движущейся на плоскости по закону

х =  acoswt, y=bs inu t .

По формулам (1) находим

vr =  -о ){Ъ2 — a2) cosurf, vt =  -abcj,

где г =  у/ а2 cos2 wt +  b2 sin2 ut.
В частности, если а =  Ь =  Я, то vr =  0, u* =  uR .

1.5. Старшие производные и формула Тейлора. Д ля  векторных 
функций так же, как и для скалярных функций, определяется вто­
рая производная и, вообще, п-я производная. Очевидно, векторная 
функция имеет п-ю производную в некоторой точке тогда и только 
тогда, когда ее координаты в этой точке имеют производные п-го 
порядка.

Если векторная функция г (t) определена в некоторой окрест­
ности точки *о и в этой точке имеет n-ю производную, то для 
любой ее координаты Xj (t )  можно написать формулу Тейлора с 
остаточным членом в форме Пеано:

п
* i ( 0  =  +  Е

k=1
( < - < о ) * + а Л О ( * - * о ) п.

где <*j{t) -¥  0 при t to. Следовательно,

Г(*) =  г(*о) +  Е  -  <о)* +  « ( * ) ( *  -  <»)",
к =1

где a (t )  —  вектор с координатами otj(t). Эту формулу обычно 
записывают так:

г W  =  г(*о) +  Е  -  t0)k +  О((< -  to )")
k=l

при t to. Ее будем называть, как и для скалярных функций, 
формулой Тейлора с остаточным членом в форме Пеано.

Отметим, что для векторных функций нет аналога формулы 
Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. Как показывает 
пример из п. 1.З., для векторных функций не имеет места теорема 
Лагранжа и даже теорема Ролля.



§ 2. Кривые на плоскости и в пространстве
2.1. Параметрически заданные кривые. График скалярной функ­

ции дает полную информацию о самой функции, в частности, раз­
ные функции * имеют разные графики. Однако разные векторные 
функции могут иметь один и тот же годограф, так как точка мо­
жет двигаться по одной и той же траектории разными способами. 
Например, векторные функции г =  <а и г  =  t3а, где а — некоторый 
ненулевой вектор, определяют прямую, проходящую через точку 
О  параллельно вектору а, а их сужения для t Е [0; 1] определяют 
прямолинейный отрезок О А  такой, что о А  =  а.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть на промежутке А  задана непрерывная 
векторная функция г (t). Тогда множество Г всех точек пространства 
(или плоскости) с радиус-векторами г =  г (<), t Е А , называется 
ориентированной кривой, а векторная функция r(t), I Е А , —  
параметрическим заданием (или представлением) этой кривой. В 
этом случае будем писать Г =  { r ( f ) , f  Е А } .

Будем считать, что другая непрерывная векторная функция f  (г ), 
г  Е А , задает ту же ориентированную кривую Г, если существует 
непрерывная строго возрастающая функция г  =  <p(t), t Е А , такая, 
что у>(Д) — Д  и

f  (у>(<)) =  r (t) V* € А .

Любая такая функция г  =  <p(t) называется допустимым пре­
образованием параметра кривой Г.

Ориентированность кривой Г означает, что порядок чисел на 
промежутке А  порождает соответствующий порядок на кривой Г. 
Именно, считается, что точка с радиус-вектором r ( t i )  предшествует 
точке с радиус-вектором г (t2), если t\ <  *2.

Для ориентированной кривой Г =  { r ( f ) , f  Е [а; &]} точка А  с 
радиус-вектором г(а ) называется началом, а точка В  с радиус- 
вектором г(6) —  концом этой кривой. В этом случае кривую Г

удобно обозначать АВ.
О п р е д е л е н и е  2. Кривая Г =  {r (< ), i Е А }  называется суммой 

кривых Ti и Гг, если

Г, =  { г ( < М е Д ; } ,  j  =  1,2,

причем A i U А г =  А  и конец промежутка A i совпадает с началом 
промежутка Дг* В этом случае будем писать Г =  П и Г г  или 
Г =  Г! +  Г2.

О п р е д е л е н и е  3. Кривая, имеющая дифференцируемое (или 
непрерывно дифференцируемое) представление, называется диффе­
ренцируемой (соотв., непрерывно дифференцируемой).

Д ля непрерывно дифференцируемых кривых допустимыми пре­
образованиями параметра являются непрерывно дифференцируемые 
функции с положительной производной.
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Аналогично определяются дважды дифференцируемые и, вообще, 
п раз дифференцируемые ( непрерывно дифференцируемые) кривые.

О п р е д е л е н и е  4. Непрерывная кривая называется кусочно- 
непрерывно дифференцируемой, если она является суммой конечного 
числа непрерывно дифференцируемых кривых.

2.2. Касательная к кривой. Пусть задана кривая Г =  { r ( t ) , t  € 
6 Д}. Через точки М и М о с  радиус-векторами г =  г (t) и го =  г  (to) 
проведем секущую M M q (рис. 5.1).

Очевидно, вектор
_  Дг/Д t 
“  |Дг/Д*|’

где At  — t — to, Д г =  r ( t )  — r(*o)i является единичным вектором 
прямой M qM  и всегда, т.е. при A t  >  0 и при At  <  0, направлен в 
сторону возрастания параметра t на кривой Г.

О п р е д е л е н и е  1. Прямая r  =  ro +  ti, где

* =  Ит/(<), (2)

называется касательной к кривой Г в точке М о .
Таким образом, касательная к кривой Г в точке Мо —  это пре­

дельное положение секущей М М о ,  ко­
гда точка М  Е Г приближается к 
точке Мо-

Аналогично определяются одно­
сторонние касательные: нужно лишь 
в равенстве (2) предел при t to 
заменить на предел при t —> t0 ±  0.

Т е о р е м а .  Пусть задана кривая 
Г  =  ~{r(f), t € А } ,  и пусть r0 ss 
=  г(*о)- Тогда, если г'(<о) существу­
ет и |r'(to)| ф 0, то данная кривая 

в точке Мо с радиус-вектором го имеет касательную

Рис. 5.1

г =  г0 +  <г'(*<>). (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как r'(to) существует и |г'(*о)| ф 0 , то 
из (1) получаем

г;(^о) +  а (0
*(*) = И * о )  +  « ( * ) Г

где а (* ) 0 при t -+to ,  и поэтому

lim = r '{to ) 
lr#(*o)|’
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Следовательно, вектор r '(fo ) является направляющим вектором ка­
сательной, которая задается уравнением (3). Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть Г =  {г(<),$ 6 Д }  —  дифференцируемая 
кривая. Точка Мо этой кривой с радиус-вектором r (t0) называется 
неособой, если г'(*о) ф 0 , и особой, если г'(*о) =  0 .

Из доказанной теоремы следует, что дифференцируемая кри­
вая Г в окрёстности неособой точки Мо «располагается вдоль 
касательной» в том смысле, что

г (<) =  г(*0) +  r'(<0)(f  -  t0) +  o (t  -  to)

при t -+  to» т.е. при t -4 *o с точностью до о (t -  to) кривая Г 
совпадает с касательной

г = *■(*<)) + г'(*о)(<-*о)-
Рассмотрим характер поведения дифференцируемой кривой в 

окрестности особой точки.
' Пусть кривая Г =  {r ( t ) , t  € Д } такая, что г'(*о) =  О, но г "  (to) ф 0. 

Тогда

i ( t )  =
^ { r " ( t0)A t  +  P { t )A t )

А (г " (М Д *  +  0 (*)Д О  ’

где f l ( t )  -У 0 при t to- Следовательно,

lim i ( t )  =  ± r"(*o)
|r"(to)|'

Такая точка называется точкой возврата. В точке возвра­
та кривая имеет односторонние касательные, которые являются 
противоположно ориентированными прямыми, т.е. геометрически 
совпадают, но имеют противоположные ориентации.

Если кривая Г такая, что г '(*0) =  г"(*о) =  но г///(М  ф 0, то, 
очевидно,

г'"(<о)
|г'"(<о)|

и, следовательно, кривая Г в точке Мо имеет обычную касательную, 
которая задается уравнением

г =  г0 +  *г"'(*0)-

Вообще, пусть кривая Г такая, что г'(*о) =  ... =  r ^ ^ t o )  =  0 
и г^п)(*о) Ф О. Тогда при любом п кривая Г в точке Мо имеет 
односторонние касательные, которые геометрически совпадают с 
прямой

г =  г0 -И г (п)(*о)-
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Причем, если п нечетное, то в точке Мо существует обычная 
касательная, а если п четное, то Мр —  точка возврата.

О п р е д е л е н и е  3. Непрерывно дифференцируемая кривая без 
особых точек называется гладкой кривой.

Из доказанной теоремы следует, что гладкая кривая в любой 
точке имеет касательную, которая задается уравнением (3). В част­
ности, в концевых точках она имеет односторонние касательные.

2.3. Плоские кривые. В общем случае непрерывная параметри­
чески заданная кривая Г, лежащая в плоскости Оху, может иметь 
довольно необычный вид. Например, она может состоять из одной 
точки плоскости. С другой стороны, известны непрерывные кри­
вые, полностью заполняющие некоторый квадрат, т.е. проходящие 
через любую его точку. Первый пример такой кривой построен 
Дж. Пеано, и поэтому они называются кривыми Пеано.

Наиболее общий и естественный класс непрерывных плоских 
кривых образуют кривые, являющиеся суммой конечного числа 
графиков непрерывных функций у =  / (х) или х =  у (у).

О п р е д е л е н и е  1. Плоская кривая Г называется явно заданной 
или простым куском, если она является графиком непрерывной 
функции у =  / (х ) или х =  у(у), определенной на некотором проме­
жутке Д. Тогда функция у =  /(х), х Е Д, (соотв., х =  у(у), у Е Д ) 
называется явным заданием кривой Г.

Очевидно, явное задание кривой является частным случаем па­
раметрического задания. В частности, если функция у = / (х ), х 6 Д, 
непрерывно дифференцируема, то она задает гладкую кривую.

Т е о р е м а  1. Если плоская кривая Г =  {r ( t ) , t  Е Д } является 
гладкой, то у любой тонки to Е Д существует 5-окрестность 
Os{to) такая, что часть кривой Г при t E 0 $ ( t o ) n A  имеет явное 
задание (может быть, с другой ориентацией).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Задание векторной функции V =  r (t), t Е Д, 
равносильно заданию двух скалярных функций:

x =  x (t) и y =  y(t), t Е Д.

Тогда, согласно определению гладкой кривой, функции x (t) и 
y(t) непрерывно дифференцируемы на Д  и для любого to Е Д  
выполняется условие: или x'(to) Ф 0 или y'(to) Ф 0.

Пусть, например, x '(t0) Ф 0. Тогда, в силу непрерывности 
x '(t) на Д, существует S >  0 такое, что x '(t) ф 0 для любого 
t из множества 0 a ( t o )n A ,  и поэтому функция х =  x (t) на этом 
множестве имеет непрерывно дифференцируемую обратную t =  t(x ). 
Подставив t =  t(x ) в у =  y(t), получим функцию / (х ) =  y (t(x )).

Если x'(to) >  0, то функция у =  / (х) является явным заданием 
кривой 7 =  { r ( t ) , t  Е O*(to) П Д }. Если же x'(to) <  0, то функция 
у =  / (х) является явным заданием кривой, которая геометрически 
совпадает с 7 , но имеет противоположную ориентацию.

Аналогично рассматривается случай, когда y'(to) Ф 0. Теорема 1 
доказана.
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Т е о р е м а  2. Если плоская кривая Г является гладкой и имеет 
концевые точки, то она является суммой конечного числа гладких 
кривых, каждая из которых имеет явное задание (может быть, 
с другой ориентацией).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как данная кривая Г имеет концевые 
точки, то она задается векторной функцией г =  г (t), определенной 
на некотором отрезке [а; Ь]. Из теоремы 1 следует, что для любого 
*о € [а; 6] существует S >  0 такое, что часть кривой Г, соответству­
ющая t G О$(*о) О [а; Ь], имеет явное представление (может быть, с 
другой ориентацией).

Так выбранные ^-окрестности О* (to) образуют покрытие отрезка 
[а; 6]. По теореме Гейне о покрытии, существует конечное число 
таких интервалов (окрестностей), которые снова образуют покрытие 
отрезка [а; 6]. Пусть таких интервалов N . Занумеруем их слева 
направо: /i , . . . , / jv* Не ограничивая общности, можно считать, что 
несоседние интервалы не пересекаются. Тогда, выбрав в каждом 
множестве / jfl/ j+ i, j  =  —1, какую-нибудь точку aj, видим,
что кривая Г является суммой кривых

Г, =  W *)> ° j - i  <  * <  3 =  1. • • - .W,

где do =  а, адг =  6. По построению каждая кривая Г, имеет явное 
представление (может быть, с другой ориентацией). Теорема 2 
доказана.

П р им ер .  Рассмотрим кривую, заданную уравнениями 

х =  cost, y =  sint, tG  [0;2тг].

Если считать точку Л (1;0 ), которая получается при t =  О 
и t =  2тг, за одну точку этой кривой, то это будет единичная 
окружность с центром в точке О. Она является суммой двух 
кусков, имеющих явные задания

Г ± : у  =  ± \ Л - * 2, * € [ - 1 ;1 ] .

Ориентация кривой Г -  совпадает с ориентацией кривой Г, а ориен­
тация Г+ противоположна. Однако эти функции не имеют конечных 
производных в точках х =  ±1. Чтобы получить непрерывно диф­
ференцируемые функции, нужно окружность разбить на 4 части, 
которые (с точностью до ориентации) имеют явные задания:

у =  ± \ Л  -  * 2, *  € (—1/л/5; 1/V5 ],

X =  ± \ Л - У 2, У € [-1Л/2; 1/V5 ],
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§ 3. Длина кривой
3.1. Определение и основные свойства длины кривой. Пусть 

задана кривая
Г =  {r (* ), а <  t <  6}.

Выберем точки следующим образом:

а =  *0 <  h  <  • < • <  U  =  Ь.

Через М{ обозначим точку с радиус-вектором г (*,•). Тогда лома­
ная A foM i . . .A fn называется вписанной в кривую Г.

Через L r  обозначим множество всех ломаных, вписанных в 
кривую Г. Наконец, если I —  некоторая ломаная, то через |/| 
будем обозначать ее длину, которая, по определению, равна сумме 
длин всех ее звеньев.

О п р е д е л е н и е  1. Величина

S  =  sup |/|,
»€£г

где верхняя грань берется по всем ломаным /, вписанным в кривую 
Г, называется длиной кривой Г.

Очевидно, длина S любой кривой Г удовлетворяет неравенствам:

О <  5  <  +оо.

О п р е д е л е н и е  2. Кривая называется спрямляемой, если она 
имеет конечную длину.

Очевидно, если кривая Г спрямляема, то и любая кривая 7 , 
являющаяся частью кривой Г, тоже спрямляема.

Т е о р е м а .  Если кривая Г является суммой кривых Т\ и Г 2 и 
S , Si, S2 — длины этих кривых, то

S =  S x+S 2. (1)
В частности, кривая Г спрямляема тогда и только тогда, 

когда спрямляемы Г 1 и Г2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /i,/2 —  ломаные, вписанные в Гх 

и Г 2 соответственно. Очевидно, ломаная 1\ +  /2 вписана в кривую 
Г =  Г\ +  Г2, причем |/i +/2| =  |/i| +  |/2|. Следовательно, |/i| +  |/2| <  S  
для любых и /2 и поэтому

Si +  S2 <  S. (2)
Пусть теперь / —  ломаная, вписанная в кривую Г. Построим 

новую ломаную /*, добавив к вершинам ломаной I еще точку, 
которая является концом кривой Гх и началом кривой Г2. Очевидно, 
|/| <  |/*| и =  1\ +/2, где /х,12 —  ломаные, вписанные в Гх и Г2, 
соответственно. Следовательно, |/| <  Si +  S2 для любой ломаной /, 
вписанной в Г, и поэтому

S <  Si +  S2. (3)
Из неравенств (2) и (3) следует равенство (1). Теорема доказана.
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Примеры спрямляемых кривых хорошо известны. В следующем 
пункте будет рассмотрен довольно широкий класс спрямляемых 
кривых, а сейчас приведем пример неспрямляемой кривой.

П рим ер .  Пусть кривая Г является графиком непрерывной на 
отрезке [0; 1] функции у =  /(х), где /(0) =  0 и /(х) =  xsin(7r/x) для 
х ф 0. Покажем, что длина кривой Г равна +оо.

Через М п обозначим точку на Г с абсциссой хп =  2/п, а 
через Мо —  точку с координатами х =  1, у =  0. Тогда ломаная 
1п =  О М п .. . M\M q вписана в кривую Г. Очевидно,

и поэтому sup|/n| =  +оо, что и доказывает наше утверждение.

Рассмотрим еще одно понятие, относящееся к спрямляемым 
кривым.

Пусть кривая Г =  { г (<), а <  t <  6}  спрямляема, и пусть $(£) — 
длина кривой 7t =  {r ( r ) ,  а <  г  < 7 ).  Тогда функция s (t), t Е [а ;6], 
называется переменной длиной дуги кривой Г.

Очевидно, так определенная функция s(t) является возрастаю­
щей на отрезке [а; 6], причем s(a) =  0, a 5(6) =  5, где S — длина 
кривой Г.

Обобщим понятие переменной длины дуги на кривые, которые 
могут быть и неспрямляемыми.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть кривая Г =  { г (t) , t Е А } ,  где А  =  [а ;6] 
или А  =  [а;Ь), такая, что любая ее часть 7 t Е А , спрямляема, 
и пусть s(t) —  длина кривой 7 Тогда функция s(t), t Е А , 
называется переменной длиной дуги кривой Г.

В случае, когда Д =  [а ;6), длиной кривой Г называется предел 
функции s(t) При t -4 6. Если этот предел конечный, то кривая Г 
называется спрямляемой.

3*2. Длина дуги непрерывно дифференцируемой кривой. Прежде 
всего докажем одно достаточное условие спрямляемости кривой.

Т е о р е м а  1. Если кривая Г =  { г (<), а <  t <  6}  непрерывно диф­
ференцируема, то она спрямляема. Причем, если S  — ее длина} то

где верхняя грань берется по всем t Е [а; 6].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I —  ломаная, вписанная в кривую 

Г, и пусть ее вершины имеют радиус-векторы t =  0,1, . .. ,  п,
где а =  *о <  <1 <  •.. <  tn =  Ь. Тогда

п

S <  (b — a) sup |г'(<)|, (1)

П
Ki=I>(<.)-r(<,-i)i. (2)
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По теореме из п.1.3, существует г,- € <,) такое, что

|r(t<) -  r(t,-!)|  <  (и  -  *,-_1)|г'(п)|.

Отсюда и из (2) получаем неравенство

|{| <  (6 — a)sup|r'(f)|.
t

Так как оно справедливо для любой ломаной /, вписанной в кривую 
Г, то кривая Г спрямляема и ее длина S  удовлетворяет неравенству 
(1). Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а *  2. Если кривая Г =  { г (f), а <  t <  6} непрерывно 
дифференцируема, то переменная длина дуги s(f) непрерывно диф­
ференцируема на промежутке [а ;6) и s; (*) =  |г'($)|.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через M t обозначим точку кривой Г с

радиус-вектором г (t). Из теоремы 1 следует, что любая дуга M aM t 
кривой Г имеет длину s(t).

В силу аддитивности длины дуги, абсолютная величина разности 

As  =  s{t +  A t) -  s{t)

равна длине дуги M tM t+At кривой Г и, как следствие, \As\ >  |Дг| 
где

Д г =  г (t -I- A t) — г (<),

а |Дг| —  длина вектора M t l С другой стороны, по теореме 1 
имеем:

\As\ <  |Д11sup|r'(r)|,
г

где верхняя грань берется по всем г  из отрезка с концами t и 
t +  Д*.

Так как функция |г'(т)| непрерывна, то для любых t и / -f A t 
существует £ такое, что оно принадлежит отрезку с концами / и 
t +  A t и для него справедливо равенство

8Up|r'(r)| =  H O I-

Таким образом,

|Дг|<|Дв|<|Д<||гШ-
По определению, функция s(t) возрастающая, поэтому As/At >  О 
для любого допустимого A t ф 0. Следовательно, справедливо 
неравенство

Д г
A t и а



из которого в пределе при A t 0 следует, что s'(J) =  |г'(<)|. 
Теорема 2 доказана.

С л е д с т в и е .  Если кривая Г гладкая, то среди ее представлений 
есть такое, в котором параметром является переменная длина 
дуги s. Тогда, если г — радиус-вектор точки М  Е Г, то вектор 
dr/ds — единичный.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Г =  (r (t ) ,  а <  t <  Ь}.
Так как s '(t) =  |r'(t)| >  0 на [а ;6), то функция s =  s(t) строго 

возрастающая и имеет обратную t =  *(s), s Е [0; S'), где S —  
длина кривой Г. Следовательно, функция t =  <(s) —  допустимое 
преобразование параметра гладкой кривой Г, а векторная функция 
г =  г (*(s)), s Е [0;5 ), —  искомое задание кривой Г. Тогда

dr =  dr dt _  r '{ i )  _  г'(<) 

d s ~  dt * d s “ s'(0  ~  \r'{t)\'

и поэтому |cfr/cfo| =  1. Следствие доказано.
Равенство

$ « H m | £ [  =  I
ds A s - ю  |As|

имеет простой геометрический смысл: предел отношения длины 
дуги |Дз| к длине стягивающей хорды |Аг| при As  —у 0 равен 1.

3.3. Скорость движения по траектории. Если векторная функция 
г =  г(<), где t —  время, описывает движение точки М  на плоскости 
или в пространстве, то, как известно, вектор r ;(f) называется 
скоростью этого движения в момент времени t. С другой стороны, 
эта векторная функция задает некоторую кривую Г. Тогда, если 
s(t) —  переменная длина дуги кривой Г, то скалярная функция 
s =  *(£), называется законом движения точки М  по кривой Г, а 
производная —  скоростью этого движения. Формула

dr _  dr ds 
dt ds dt

означает, что вектор скорости направлен по касательной к траекто­
рии движения и его длина равна скорости движения по траектории.

В частности, если вектор г =  T\(t) при изменении t остается 
единичным и лежит в одной плоскости, то s(t) —  длина дуги 
единичной окружности, которую точка М  проходит за время t , т.е. 
угол поворота (выраженный в радианах) вектора r i за время t . 
Тогда 5;(<) —  это угловая скорость u (t )  вращения вектора r i в 
момент времени t. Следовательно,

^ Л . 4 ) =  ц # ) ,  ( 1)

где l ( t )  —  единичный вектор, ортогональный вектору r i ( f ) .
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В пространстве векторная функция г =  r i (t ) ,  где r\ (t) —  единич­
ный вектор, задает некоторую кривую на единичной сфере. Тогда 
s(f) —  длина дуги этой кривой, которую точка М  проходит за 
время t. Как и на плоскости, *(£) будем называть углом поворота 
вектора за время 2, а s; (t) —  угловой скоростью вращения 
вектора г\. Обозначив s '(t) через а>(2), снова получим формулу 
(1). Если же г =  Дгх(<), где А  =  const и |п(<)| =  1, то

% = R « { W )■

§ 4. Кривизна плоской кривой
4.1. Кривизна и формулы Френе. Как известно, гладкая кривая 

Г имеет представление г =  r(s), в котором параметром является 
переменная длина дуги 8. Тогда единичный вектор касательной к 
Г в точке М  с радиус-вектором r(s ) находится по формуле

(1)

Пусть гладкая кривая Г дважды дифференцируема. Тогда 
вектор l(s ) имеет производную по s, которая является скоростью 
изменения вектора l(s ) относительно параметра 8. А  так как вектор 
l(s ) может менять только направление, то

* и  =
<а
d$ (2)

определяет скорость вращения вектора I, а единичный вектор

указывает направление этого вращения.
Скорость вращения вектора 2, т.е. скорость вращения касатель­

ной к кривой Г в точке М , относительно параметра s естественно 
принять за меру искривленности кривой Г в точке М .

О п р е д е л е н и е .  Скорость вращения касательной к кривой Г 
в точке М  относительно переменной длины дуги 8 называется 
кривизной кривой Г в точке М  и обозначается к (М ).

Таким образом, кривизна гладкой дважды дифференцируемой 
кривой Г в точке М  с радиус-вектором г =  r(s), согласно опреде­
лению, вычисляется по формуле (2), т.е.

1 dl 
П ~  к ds

* (* ) =
£ г
ds2
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Пара единичных взаимно перпендикулярных векторов I , п, опре­
деляемых по формулам ( 1) и (3), называется подвижным (сопро­
вождающим или основным) репером плоской кривой Г.

Очевидно, вектор n(s) вращается с той же скоростью, что и 
вектор i(s), причем он вращается в направлении вектора — l(s ). Из 
этого замечания и равенства (3) следует, что для векторов I, п и  
их производных по 8 справедливы соотношения

dn
d7 -ы,

которые называются формулами Френе для плоской кривой.
Можно показать, что кривизна полностью определяет форму 

плоской кривой в том смысле, что если для двух плоских кривых 
их кривизны как функции длины дуги одинаковы, то эти кривые 
конгруэнтны, т.е. могут быть совмещены движением. Поэтому заг 
дание кривизны плоской кривой как функции длины дуги называют 
натуральным уравнением этой кривой.

4.2. Формулы для вычисления кривизны. Пусть кривая Г =  
=  {r (t ),  t 6 А }  дважды дифференцируема и без особых точек. 
Выразим кривизну этой кривой через производные по произвольному 
параметру t.

По правилу дифференцирования сложной функции имеем: 

dr _ d r  dt _  г'
ds dt ds sf 1

f r  __d /V \  dt 1 r 'V  -  r 's "
ds2 ~ d t \ s '/ ds ~~ s' s' 2

где г' и s' —  производные по параметру t. Вектор d2r/ds2 
ортогонален единичному вектору dr/ds, поэтому

Подставив сюда выражения производных по s через производные 
по t, получим*:

, 1[г”,г']|
“  s/3

А так как s' =  |г'|, то

* (* ) = |г '|3 (1 )

Если плоская кривая Г задана векторной функцией г =  г (t ) с 
координатами х =  x (t ),  у =  y (t), то

* ( « )  =
k V - i / v  I

^ 2  +  у ,  2) 3/2- (2)

6»
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В частности, если кривая Г имеет явное задание у =  f [x ) ,  то

*(<) =
(1 +  / '( * )2)3' 2'

(3)

Легко видеть, что кривизна прямой равна нулю во всех точках, 
а кривизна окружности радиуса R  постоянна и равна 1/Л. 

Рассмотрим еще несколько примеров.
П р и м е р  1. Найдем кривизну параболы, заданной уравнением 

У  =  ах2, а >  0.
По формуле (3) имеем:

,/ ч_ 2а
{Х) (1 +  4а2®2)3/2 ’

Отсюда видно, что кривизна этой параболы имеет максимум в 
вершине, т.е. при х =  0, и стремится к нулю, когда х —► ±оо:

к(0) =  2а, lim А(х) =  0.

П р и м е р  2. Найдем кривизну эллипса с полуосями а и 6.
Как известно, в соответствующей системе координат на плоско­

сти эта кривая задается уравнениями:

x =  acost, y =  6sin*, 0 <  t <  2ir.

Тогда по формуле (2) получаем

* (« )  =
__________ аЬ__________

(a2 sin2 i +  62 cos2t )3! 2

Бели, в частности, а =  6 =  Я, то к =  1/Я.
Пусть, для определенности, а >  Ь. Тогда

^ _______
1 '  (62 +  (a2 — 62) sin21)3!2

Отсюда видно, что наибольшую кривизну эллипс имеет в точках, 
где sint =  0, а наименьшую —  в точках, где sint =  ± 1 :

max k (t) = min к ft) =  - г . 
t w  а2

4.3. Радиус кривизны, центр кривизны и эволюта. Как известно, 
для любой окружности справедлива формула
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где R  —  радиус, а к —  кривизна окружности. Эта формула 
остается справедливой и в пределе при к —► -4-0, если считать, что 
прямая —  это окружность бесконечного радиуса. По аналогии, для 
произвольной кривой вводятся понятия радиуса кривизны и центра 
кривизны.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть кривая Г в точке М  имеет кривизну 
к >  0. Тогда число R  =  1 /к называется радиусом кривизны кривой 
Г в точке М . Если же к =  0, то, по определению, R  =  +оо.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть R  —  радиус кривизны, а I, п —  
основной репер плоской кривой Г в точке М  с радиус-вектором 
г =  г (*). Тогда точка плоскости с радиус-вектором р =  г 4- Rn  
называется центром кривизны кривой Г в точке М .

Найдем выражение для радиус-вектора р  центра кривизны кри-. 
вой Г в точке М  с радиус-вектором г =  r (t ) через производные от 
r (f ) по параметру t.

По определению,

0 = r + i -
cf2r
ds*'

где k —> кривизна кривой Г в точке М . Как известно,

|[г“ ,г

- и»
где г', г;/ —  производные по параметру t. А  так как

d2r  г У  —г У ; 
rfs2 s' 3 J = и. t, , _ ( £ V 0  

И  ’

d2r ^ ( r ' .r O - r ^ r .O
d«2 l^l4

Последнее выражение можно записать короче, если воспользоваться 
двойным векторным произведением:

<Рт И г У ' ] ]  
da2 ~  |г'|4

Таким образом,

р =  г  + |г'|/|2
|[г",г']|2

[гМ г",г ']]. (1)

О п р е д е л е н и е  3. Множество всех центров кривизны данной 
кривой называется эволютой этой кривой.

По доказанному выше, если дважды дифференцируемая гладкая 
кривая Г задана векторной функцией г =  r (t), то ее эволюта 
задается векторной функцией ( 1).
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Если г (<) =  ix (t) + jy (/ ), то, как легко показать,

1[г", гЦ =  | Д|, [г', [г", г']] =  Д - ( - V  +  W ),

где Д  =  х 'у " — х"\/, и поэтому

А если —  координаты вектора р, то

<2>

ч = т р )

В случае, когда кривая Г имеет явное задание у =  / (*  Ч), формулы
(2) и (3) принимают вид

.  i + » " ,

, H V 2
»? =  У +  - . •

(4)

(5)

Из определения эволюты непосредственно следует, что эволюта 
окружности состоит из одной точки —  центра этой окружности. 
Это следует и из формул (2) и (3).

Рассмотрим еще несколько примеров.
П р и м е р  1. Найдем эволюту параболы у =  ах2, а >  0.
По формулам (4) и (5) находим:

* 1 +  4а2х2 л - з£ = х ------ ------- 2ах = —4а2х ,
2а

Ч =  ах2 +
1 +  4а2х2 

2а
+  3ах2. 

2а

Это —  параметрические уравнения (с параметром х) эволюты дан­
ной параболы. Из них, исключая параметр х, получаем уравнение

V = .{2/3

Кривая, являющаяся графиком этой функции, называется полу- 
кубической параболой. На рис. 5.2 изображены парабола у =  (1/2)х2 
и ее эволюта у =  1 +  (3/2)х2̂ 3. Заметим, что ветвь при х <  0 явля­
ется эволютой ветви параболы при х >  0 и наоборот.
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П р и м е р  2. Найдем эволюту эллипса

x =  acosf, y =  6sint a >  6 >  0. 

По формулам (2) и (3) находим:

а
Это — параметрические уравнения эволюты данного эллипса. Ис­
ключая параметр, получаем:

Кривая, определяемая этим уравнением, называется астроидой. 
На рис. 5.3 изображен эллипс х =  2 cost, у =  sint и его эволюта 
x = l , 5 cos3t, у ”  —3sin31.

4.4. Эвольвента. В предыдущем пункте была определена эволюта 
кривой. Это определение можно сформулировать так: кривая 7 
называется эволютой кривой Г, если любая точка О  £ 7 является 
центром кривизны для некоторой точки М  € Г и любой такой 
центр кривизны лежит на 7 .

О п р е д е л е н и е .  Если кривая 7 является эволютой кривой Г, 
то кривая Г называется эвольвентой кривой 7 .

Рассмотрим характерные взаимные свойства эволюты и эволь­
венты. Будем предполагать, что кривая Г трижды непрерывно 
дифференцируема и имеет представление г =  r(s), где s —  пере­
менная длина дуги. В этом случае эволюта задается уравнением

( « 0 а/* +  (**f)2/S — (a* -  б2)*/*.

х

Рис. 5.2 Рис. 5.3

р  =  г +  Дп, (1)
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где R  —  радиус кривизны, п —  единичный вектор нормали, р  —  
радиус-вектор центра кривизны кривой Г в точке М  с радиус- 
вектором г. Будем считать, что dR/ds ф 0.

1. Пусть Ом обозначим центр кривизны кривой Г в точке М . 
Тогда нормаль к кривой Г в точке М  является касательной к ее 
эволюте в точке О М .

Коротко это утверждение можно сформулировать так: Нормаль 
к эвольвенте является касательной к эволюте.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из уравнения (1) находим, что

А так как

то

dp _  dr dR dn 
ds "  ds d sU *  ds'

dn
Rk =  1,

dp ^  dR
d l =  ! J n ’ (2)

т.е. вектор касательной к эволюте в точке Ом  коллинеарен вектору 
п. Следовательно, прямая М О м  является касательной к эволюте 
в точке Ом-

2. Пусть R\ и R 2 — радиусы кривизны, а 0\ и О 2 — центры

кривизны кривой Г в точках М\ и М 2- Тогда, если | O 1O 2 | —

длина дуги O 1O 2 эволюты, то | O 1O 2 | =  |Дг — -Ril-
Коротко это утверждение формулируют так: приращение длины 

дуги эволюты равно приращению радиуса кривизны эвольвенты. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (2) следует, что

dp dR
ds ds (3)

Обозначим через <г длину дуги эволюты кривой Г, ориентиро­
ванной параметром s. Тогда, как известно,

dp __ d<r 
ds ds ‘ (4)

Рассмотрим случай, когда dR/ds >  0. Тогда из (3) и (4) 
следует, что

d a _ d R  
ds ”  ds *

т.е. (г(б) =  R (s) +  с, где с —  некоторая постоянная. Отсюда и 
следует, что

| o xo 2 1 =  |Л2 - Л !|

для любых точек М\ и М 2 кривой Г.
Случай dR/ds <  0 рассматривается аналогично.
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4.5. Касательное и нормальное ускорения. Пусть векторная функ* 
ция r =  r(J), где t —  время, описывает движение точки М . Тогда 
г'(* ) —  скорость, а г " (* ) —  ускорение этого движения в момент 
времени *.

Пусть s — s(t) —  длина дуги кривой Г, заданной уравнением 
г =  r (f). В терминах движения, s(t) —  это длина пути, пройденного* 
точкой за время t. Тогда s*{t) —  это скорость v точки на кривой 
Г, и

dr _  dr ds
dt ds dt

где l  —  единичный вектор касательной к кривой Г в рассматрива­
емой точке.

Из равенства (1) следует, что

так как

d2r _  dv dl ds_^dv v2
dt5* “  dtl +  Vd i ’ dt ~ л | + я 11’

<U _
ds ~  R n>

где R  —  радиус кривизны, a n  —  единичный вектор нормали 
кривой Г в рассматриваемой точке.

Таким образом,
<Pr dv, v3 
dt* ~  d tl +  R U ' (2)

Первое слагаемое называется касательным ускорением, а второе 
—  нормальным ускорением. Иногда коэффициенты разложения
(2) тоже называют касательным и нормальным ускорениями и 
обозначают аТ и ап:

ат =
dv
d t ' “ " =  R - (3)

П р и м ер .  Найти ускорение точки, которая с постоянной скоро­
стью v движется по эллипсу, заданному уравнениями

х =  acos^, y=6siny>,

где a >  Ь >  0.

По формулам (3) находим: ат =  0, ап =  — , где (см. пример 2
Н

из п.4.2) R  =  -^-(62 +  (a2 — 62) sin2 <р) 3̂ 2. 
ао

Очевидно,
ц2агг

max ап =  -г=-,
tp о*

bv2
ш т а п =  —г-.

ш Я “
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§ 5. Кривизна и кручение 
пространственной кривой

5.1. Нормальная плоскость, кривизна, главная нормаль и эво­
люта. Пусть кривая Г в точке М  имеет касательную. Тогда любая 
прямая, которая проходит через точку М  и перпендикулярна ка­
сательной, называется нормалью к кривой Г в точке М .

На плоскости у кривой в точке может быть лишь одна нормаль, 
а в пространстве —  целая нормальная плоскость. Бели точка 
Мо кривой Г с радиус-вектором г<> =  г(*о) является неособой, то 
нормальная плоскость в точвд Мо к кривой Г имеет уравнение

(г -  г0> г'(<о)) =  о.
На плоскости это уравнение будет уравнением нормали.

Пусть дважды дифференцируемая кривая Г имеет представление 
г =  г (s), где 8 —  переменная длина дуги. Тогда I =  dr/ds —  
единичный вектор касательной к кривой Г в точке М  с радиус- 
вектором г =  г'($), а вектор d2r/ds2 —  ортогонален вектору I.

Как и на плоскости, величина

называется кривизной кривой Г в точке М . Тогда единичный вектор

1 d2r  
П ~  Л ’

называется вектором главной нормали кривой Г в точке М , а 
нормаль к Г в точке М , параллельная вектору п, —  главной 
нормалью кривой Г в точке М . Иногда единичный вектор п тоже 
называют главной нормалью.

Величина, обратная кривизне, называется радиусом кривизны 
кривой в рассматриваемой точке. А  точка с радиус-вектором 
р =  г +  пД, где Д —  радиус кривизны кривой Г в точке М , 
называется центром кривизны кривой Г в точке М .

Множество всех центров кривизны данной кривой называется 
эволютой этой кривой.

Как и на плоскости, доказывается, что если кривая Г =  { г (t), t £ 
£ Л }  дважды дифференцируема и без особых точек, то кривизна 
к вычисляется по формуле:

а эволюта имеет уравнение

у 2\
|[г",г']|*

Р  =  Г  + К  [ Л  Г*]].
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П р и м ер .  Найдем кривизну винтовой линии, заданной уравнени­
ями:

x =  Acosu/t, у  = /Zsinwt, z — k t, 

где R  >  0, ш ф О, h ф 0.
Для этого воспользуемся формулой (1). Сначала найдем длину 

вектора г':

|г7| =  \/(—R w sinu t)2 +  (Au/cosu/t)3 +  А2 =  у/В?ш2 +  Л2. 

Затем найдем длину вектора [г',!*"]:

[Л  г77]
i

—R usinu t 
—Rw2 cosut

j
Rw cos u t 

—i2u>2sinwt

=  i hRu3 sin ut — j  hRu3 cos u t +  кЯ2ы3; 

|[r',r"]| =  V h *R 2u*  +  R *u6 =  R u 3y/h* +  R*u*.

Следовательно,

k (t) =
R u 3

R?u3 +  h2'

5.2. Соприкасающаяся плоскость и кручение. Рассмотрим плос­
кости, проходящие через касательную к кривой Г в точке Мо. 
В пространстве у кривой в данной точке имеется бесконечное 
множество таких плоскостей.

О п р е д е л е н и е  1. Плоскость, проходящая через касательную 
и через главную нормаль к кривой Г в точке Мо, называется 
соприкасающейся плоскостью к кривой Г в точке Мо.

Согласно этому определению, если го —  радиус-вектор точки 
Мо € Г, а / и п —  единичные векторы касательной и главной 
нормали в точке Мо, то соприкасающаяся плоскость в точке Мо 
имеет уравнение

(г — гоДп) =  0. (1)

Отсюда и из формулы Тейлора:

г ( «  +  Д « ) =  r (« )  +  lA s  +  ifcnA s2 +  о (Д «2)

при As  0, следует, что кривая Г с точностью до о (Д *2) при 
Да —► 0 лежит в соприкасающейся плоскости. В частности, плоская 
кривая лежит в соприкасающейся плоскости.

Пусть кривая Г, заданная уравнением r =  r (t), дважды диффе­
ренцируема и не имеет особых точек. Тогда вектор I коллинеарен 
вектору г7, а вектор п есть линейная комбинация векторов г7 и г77.
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Из уравнения (1) следует, что в этом случае соприкасающаяся 
плоскость к Г в точке Мо имеет уравнение

( r - r 0, r ' , r " )  =  0.

Очевидно, соприкасающаяся плоскость определена однозначно лишь 
в тех точках, где [г, г '" ) ф О.

О п р е д е л е н и е  2. Единичный вектор Ь =  [!,п ] называется би­
нормалью кривой Г в рассматриваемой точке.

Тройка единичных взаимно перпендикулярных векторов /,п,Ь 
называется основным (или сопровождающим) репером (или трех­
гранником) кривой Г.

Пусть кривая Г имеет представление г =  r (s ), где s —  перемен­
ная длина дуги, и пусть функция г(а) трижды дифференцируема. 
Тогда

так как dl/ds =  kn.
Отсюда следует, что вектор dh/ds ортогонален вектору I. Кроме 

того, он ортогонален вектору Ь. Следовательно, он коллинеарен 
вектору п, и поэтому существует число ае такое, что

db
ds

—aen. (2)

О п р е д е л е н и е  3. Коэффициент ае в формуле (2) называется 
кручением кривой Г в рассматриваемой точке.

Заметим, что кручение кривой может быть как положительным, 
так и отрицательным.

Из формулы (2) следует, что- абсолютная величина кручения 
является скоростью вращения бинормали, или, что то же самое, 
скоростью вращения соприкасающейся плоскости.

5.3. Формулы Френе. Как известно, если I ,n ,b  —  основной 
репер кривой Г, то

dl , db m
—  =  *n, —  =  -aen, (1)
ds ds

где s —  переменная длина дуги кривой Г, а к и ае —  кривизна и 
кручение кривой Г в рассматриваемой точке.

Найдем разложение производной dn/ds по основному реперу. 
Так как n =  [b,f], то
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Следовательно,
dn I > 1—  =  —kl +  aeb. 
ds (2)

Формулы (1) и (2) называются формулами Френе.
Можно показать, что кривизна и кручение определяют про­

странственную кривую с точностью до положения в пространстве. 
Поэтому задание кривизны и кручения пространственной кривой 
как функции длины дуги называют натуральными уравнениями 
этой кривой.

5.4. Формула для вычисления кручения. Известно, что

Аналогично,

dr d2 г
Ts ~  ’ i ? ~ kn '

d3r dk dn
dsIs ~  d$ 1

а так как dn/ds =  - k l  +  aeb, t o

d * r _ d k  
ds3 ds П

— k2l  +  fcaeb.

(1 )

(2)

Из (1) и (2) для смешанного произведения векторов dr/ds, 
d2r/ds2 и d3r/ds3 получаем

(d r  (Р г  f r
\ds' ds2 1 ds3

b)fcae =  k2 ae.

Следовательно,
1 /dr d2r d3r\

Л2 \ds ’ ds2' ds3)

Выразив производные no s через производные по t, получим

_  (г', г " ,г " ')
* 2|г /|6 •

Наконец, подставив вместо к ее выражение через г ' и г", получим 
искомую формулу:

_  (г', г", О  
|[г',г"]|2

ае (3)

П р и м ер .  Найдем кручение винтовой линии

x =  Acosu/t, y = A s in («;i, z =  ht,

где Я > 0, о/ ф О, Л ^ 0.
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Для этого воспользуемся формулой (3). В примере из п.5.1 мы 
показали, что

|[r',r"]| =  f lw V A 2 +  R 2U*.

Найдем теперь (г', г", г " '):

/-/ _// _///\ _  (г ,г  ,г  ; =
—До;2 sin art 
—Да;2 cos ut 
Да;3 sin art

Да;2 cos ut А 
—Rw2 sinut О 
—Да;3 cos ujt О

=  АЯ2а;6.

Следовательно,
___ Ли;
* “  A2 +  H2W2-

В частности, если А =  о;, то ае =  1/(1 +  Я 2).

Глава 6. Функщш многих переменных

§ 1. Функщш, отображения
и многомерные пространства

1.1. Числовые функщш двух, трех и большего числа перемен­
ных* До сих пор мы рассматривали функции одной переменной, 
когда по заданному правилу каждому числу из данного множества 
ставится в соответствие некоторое число или некоторый вектор. 
В этой главе рассмотрим простейшие вопросы теории числовых и 
векторных функций многих переменных, в частности, для таких 
функций изучим понятия непрерывности и дифференцируемости. 
Начнем с определения числовой функции двух переменных.

Напомним, что, согласно определению прямого произведения 
множеств (см. п.7.1 гл. I), множество всех упорядоченных пар 
действительных чисел —  это прямое произведение множеств R  и 
Ш. Оно обозначается IR х М или R 2.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть заданы множество G С ® 2 и некоторое 
правило /, которое каждой паре чисел ( x , y ) € G  ставит в соответ­
ствие некоторое число z =  / (х ,у ). Тогда множество всевозможных 
троек (х ;у;/ (х,у ) ) ,  ( x , y )G G ,  называется числовой функцией двух 
переменных (или от двух переменных) и обозначается либо просто 
/, либо /(х, у), (х, у) G G, либо * =  / (х ,у ), ( х , у ) е ( 7 .

Множество G  называется областью определения функции / и 
обозначается D/, а множество всех z — /(х, у), (х,у)  Е G, называется 
множеством значений функции f  и обозначается /(G).

Множество всехточек пространства с координатами (х; у ,/ (х , у)), 
(х,у) Е G, называется графиком функции / или поверхностью, 
заданной уравнением z =  / (х ,у ).



Для любой функции / функция, которая порождается тем 
же правилом соответствия /, но определена только на некотором 
множестве G c D j } называется сужением функции / на множество G.

Если задана функция z =  / (х ,у ), то говорят, что переменная z 
является функцией независимых переменных х и у и иногда пишут 
г ~ г { х , у ) .

Как и числовые функции одной переменной, числовые функции 
двух переменных часто задаются просто формулами, без указания 
области определения. В этом случае под областью определения 
функции понимают так называемую естественную область опреде­
ления, т.е. множество всех упорядоченных пар чисел, для которых 
заданная формула имеет смысл.

О п р е д е л е н и е  2. Функция, заданная формулой

г  =  / (<р(х,у ),ф (х,у )),

где /, (р и ф —  данные функции, называется сложной функцией 
или композицией функций f t <pvLil>.

Под областью определения сложной функции z =  / ((р (х ,у )1ф (х) у)) 
понимают естественную область определения, т.е. множество всех 
пар (ж, у) Е таких, что пара значений (<р{х}у ),ф (х ,у ))
принадлежит D j.

Числовые функции трех и большего числа переменцых опреде­
ляются точно так же, как и числовые функции двух переменных.

Через Rn обозначим множество всех упорядоченных совокупно­
стей из п действительных чисел. Очевидно,

R 1 =  R, R 2 =  R  х К, R3 =  R2 х R,

и, вообще, Rn =  Rn~ x х R, если n >  1.
О п р е д е л е н и е  3. Пусть заданы множество G  С R n и некоторое 

правило /, которое каждой совокупности (x i ,X2, .. . , xn) Е G  ставит 
в соответствие некоторое число u =  f ( x \, х г , . . . ,  хп). Тогда множе­
ство всевозможных совокупностей ( x i , Х2, . . . ,  xn, f ( x \, Х2, . . . ,  хп)), 
(x i ,X2, ... ,xn) Е Gy называется числовой функцией от п пе­
ременных и обозначается либо просто /, либо / (x i ,X2, .. . , хп), 
( X l , X 2 ,  . .  . , х п )  €  G.

Следует отметить, что между функциями одной и функциями 
нескольких переменных имеются существенные различия. Однако 
переход от двух переменных к большему их числу, как правило, 
не представляет затруднений, поэтому во многих случаях, для 
краткости, подробно будем рассматривать только функции двух 
переменных.

1.2. Частные производные. Пусть дана функция / (х ,у ) двух 
переменных х и у и пусть (хо,уо) € Dj. Тогда, положив у =  уо> по­
лучим функцию /(х,уо) от одной переменной ж, а при х =  х<)
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получим функцию / ( Х о , у )  только от у. Производные этих функ­
ций одной переменной называются частными производными данной 
функции двух переменных по ж и по у соответственно.

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция /(ж,у) определена при ж =  жо, 
у=Уо-  Тогда производная функции /(ж,уо) в точке жо называется 
ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  /(ж, у) п о  х  при ж =  Жо, у =  уо

Я f
и обозначается /*(жо,уо) или -r-(xo,yo)i а производная функции

аж
/ (х о ,у )  в точке уо —  ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й  ф у н к ц и и  / (ж ,у )  п о  у

Я f
при  х  — * 0| У =  Уо И о бо зн ач ает ся  f ' J x 0 ,у 0)  и л и  - ^ - ( х 0 ,у о ) -

о у

Следовательно, производная / £ (ж о ,у ь )  равна тангенсу угла на­
клона касательной в точке хо к кривой, заданной уравнением 
г =  / ( ж , у о )  на плоскости переменных х  и  г .  Аналогичную геоме­
трическую интерпретацию имеет и производная / у (ж о ,у о ) .

Очевидно, о частной производной /х (Жо,уо) имеет смысл гово­
рить только тогда, когда функция /(ж,уо) определена в некоторой 
окрестности точки Жо- Если эта окрестность левая (правая), то 
говорят о левой (соответственно, правой) частной производной. Ана­
логичные замечания относятся и к частной производной /у(хо,уо).

Таким образом, согласно определению,

А-* О

Аналогично определяются частные производные функции трех 
и большего числа переменных. Например,

/ ' ( x >y , z ) = l i m
f { x , V , z  +  h )  -  f ( x ,  у,  z )

h

И вообще, частная производная от функции f (x \ ,X 2, . . х „ ) по Xj, 
где j  =  1,2, .. . , п, определяется равенством

It- ton
O X j Д®|-*0 AXj

где Д [/ —  приращение функции /, соответствующее приращению 
A x j переменной Xj, т.е.

A j /  =  / ( x i »• • •,  ж^ +  A X j , . . . ,  x n )  / ( x i , . . . ,  X j , . . . ,  жп ) .

Так как частная производная —  это производная от функ­
ции одной переменной, то для ее вычисления можно пользоваться



§ 1. ФУНКЦИИ ОТОБРАЖЕНИЯ И МНОГОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 17Г

всеми известными правилами дифференцирования, учитывая в ка­
ждом случае, какие переменные фиксированы, а какая являете» 
переменной дифференцирования.

Рассмотрим несколько примеров на вычисление частных проиэ*- 
водных.

П р и м е р  1. Найти частные производные функции 

г  =  х3у -  2ху2 +  х2 -  у2 +  Зх -  у +  13.

Реш ен ие .  Фиксируя переменную у и дифференцируя по пере­
менной х, получаем:

—  =  Заг2у -  2у* +  2х +  3.
ОХ

Аналогично, фиксируя х и дифференцируя по у, получаем: 

d z  о
—  =  х3 - 4 х у - 2 у ~  1.

П р и м е р  2. Найти частные производные функции

V = ^ < 4 j X i X j ,  п >  2. 
«,> = 1

Реш ение .  Д ля  любого к =  1,2,.. .,п имеем:

ду
дхк

+  XJ
д х Л
д х к )

А  так как
dxj _  Г 1, если =  А, 
0х* “  1 0, если j  ф *,

то й п п п

0 ^  = J 2 °ikXi + J 2 aki xj = Ц К *  + akj)xj-
*=1 i= i i= i

1.3. Функции точки и отображения. Напомним, что в случае 
функции одной переменной у =  / (х) значения переменной х часто 
отождествляют с соответствующими точками числовой оси, кото­
рую, как и множество всех действительных чисел, обозначают IR 
или К 1. Например, говорят, что ” функция задана в окрестности 
точки хо” , ” функция непрерывна в точке хо” и т.д.

В случае функции двух переменных z =  /(x,y)  также удобно 
рассматривать пару (х,у)  как координаты точки плоскости в неко­
торой декартовой системе координат и говорить об этой функции



178 ГЛ. 6 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

как о функции, заданной на некотором множестве точек плоскости. 
Аналогично в случае функции трех переменных и =  /(х, у, z) удобно 
рассматривать тройку (х,у, z) как координаты точки пространства, 
в котором введена некоторая декартова система координат.

По аналогии с I 1, R 2 и R3 множество Rn называется п-мерным 
координатным пространством, а его элементы —  точками п- 
мерного пространства.

Если М  G Rn и М  =  (®i,X2, .. . ,хп), то числа Xi,X2, . . . , x n 
называются первой, второй, . . . ,  n-Й координатами точки М  соот­
ветственно.

Пользуясь введенной геометрической терминологией, определе­
ние числовой функции от п переменных можно сформулировать 
следующим образом.

О п р е д е л е н и е  1. Пусть заданы множество G С Rn и некоторое 
правило /, которое каждой точке М  G G  ставит в соответствие 
некоторое число у =  f (M ) .  Тогда множество всевозможных пар 
(A f;/ (M )), M g G, называется числовой функцией точки из Rn или 
числовой функцией от п переменных и обозначается / (М ), AT G G,
ИЛИ / (® l,iC 2 ........ * п ) ,  •••,*#> ) € G .

Обобщением понятия числовой функции от п переменных явля­
ется понятие отображения из Rn в Rm.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть заданы множество G C R "  и некоторое 
правило /, которое каждой точке М  € G  ставит в соответствие 
некоторую точку Р  =  / (М ) G K m. Тогда множество всевозможных 
пар (М ;/ (М )),  М  G G, называется отображением множества G  
в пространство Rm и обозначается / (М ), М  G G, или / : G —► R m.

Точка Р  =  / (М ) называется образом точки М , а точка М  —  
прообразом точки Р . Множество всех точек Р  =  / (М ), Af G G, 
называется образом множества G  и обозначается /(G ).

Согласно определению, любая точка М  G G имеет единственный 
образ, однако некоторые точки Р  G /(G ) могут иметь несколько 
прообразов.

Заметим, что отображение / : G —* R 1, где G С Rn, —  это 
числовая функция от п переменных, а задание отображения / : G —► 

Rm равносильно заданию т  числовых функций от п переменных 
(координат точки Р  =  / (М )).

1.4. Многомерные пространства. Напомним, что точкой п-мерного 
пространства Rn называется любая упорядоченная совокупность из 
п действительных чисел (xi,X2, •. •>*«)• Точки пространства Rn, 
как и в случае п =  2 и п  =  3, будем обозначать большими буквами, 
например, А, В, М , Р  и т.д. Тогда, если Af =  (х i ,X2, .. . ,*n), то 
числа xi ,X2, . . . , x n называются координатами точки М .

По аналогии с R 2 и R3 расстояние между двумя точками 
А  =  ( a i , . . . , a n) и В  =  (6 i , . . . ,  Ьп) при любом п обозначается \АВ\



§ 1. ФУНКЦИИ ОТОБРАЖЕНИЯ И МНОГОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 179

и определяется по формуле

\АВ\ =  |(Ь« — а<)2

1/2

( 1 )

Дадим теперь точное определение.
О п р е д е л е н и е  1. Множество, элементами которого являются 

всевозможные упорядоченные совокупности из п действительных 
чисел и в котором определено расстояние между его элементами 
по формуле (1), называется п-мерным евклидовым пространством и 
обозначается Мп. Элементы пространства Мп называются точками 
п-мерного пространства Rn.

Во многих случаях точки пространства Rn удобно обозначать 
буквами а, 6, г , у, г и т.д., а их координаты —  теми же буквами 
с индексами:

a = ( a i , a 2.......a „), х =  (® i,* 2, • • •,*»»), у =  ( у ьУ 2........Уп)

и т.д. В этих случаях расстояние между точками, например х и 
у, обозначают р (я ,у), т.е.

Расстояние в №п обладает всеми свойствами обычного р|юстояния 
на плоскости и в пространстве:

1. \АВ\ >  0 для любых точек Л  и В, причем \АВ\ =  0 тогда 
и только тогда, когда А  =  В;

2. \АВ\ =  |ВА| для любых точек А  и В;
3. |АВ| <  \АС\ +  \СВ\ для любых точек Л, В  и С.

Свойства 1 и 2 очевидны. Свойство 3, называемое неравенством 
треугольника, хорошо известно на плоскости и в трехмерном про­
странстве. В общем случае оно будет доказано несколько позже, а 
сейчас определим еще n-мерное векторное пространство.

О п р е д е л е н и е  2. Множество, элементами которого являются 
всевозможные упорядоченные совокупности из п действительных 
чисел и в котором определены операция сложения двух любых 
элементов х и у и операция умножения произвольного элемента х 
на любое число Л по формулам:

X  +  у =  (* 1 +  У 1 ......*п + У„), А* =  ( A l l , .... А®„),

называется п-мерным векторным пространством или, более точно, 
п-мерным арифметическим векторным пространством и обозна­
чается Ж1 (как и точечное n-мерное пространство).

1/2
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Элементы n-мерного векторного пространства называются п- 
мерными векторами. В дальнейшем их будем обозначать просто 
буквами: а, 6, х, у и т.д., или жирными буквами: а, Ь, х, у  и 
т.д., а их координаты —  соответствующими буквами с индексами: 
а =  (e i ,a 2, . . . , a n), х  =  ( x i , x 2, . . .  , * „ )  и т.д.

Вектор 0 =  (0,0, . .. ,  0) называется нулевым вектором или нулем 
п-мерного векторного пространства. Вектор (— 1)х  называется 
противоположным вектору х  и обозначается —х.

Как и в обычном трехмерном пространстве, если заданы 
две точки А  =  ( « ь  « 2, •.., ап) и В  =  (&i, 62, . . . Ьп) простран­
ства Шп, то через А Й  будем обозначать вектор с координата­
ми (61 — « 1,62 ”  <*2> • •, tfi — On)- В частности, для любой точки 
М  =  (хх,®2» * •-,®п) вектор О м  , где О  —  точка с координатами 
(0,0, .. . ,0),  называется радиус-вектором точки М . Таким образом 
устанавливается взаимно однозначное соответствие между точками 
и векторами ri-мерного пространства.

По аналогии с М2 и I 3, в векторном пространстве Rn определим 
скалярное произведение любых двух векторов х  =  (®i,®2, • •-,®п) и 
У =  (Уг, У2, - - -, Уп) по формуле:

(* .У ) =  (2)
* =  1

О п р е д е л е н и е  3. Векторное пространство Rn, в котором вве­
дено скалярное произведение двух векторов х  и у  по формуле 
(2), называется евклидовым п-мерным векторным пространством 
и обозначается Еп или Rn.

Легко видеть, что скалярное произведение в Еп обладает всеми 
свойствами обычного скалярного произведения векторов. Отметим 
лишь, что (х, х ) >  0 для любого хх причем (х, х ) =  0 тогда и только 
тогда, когда х  =  0.

О п р е д е л е н и е  4. Д ля любого вектора х  G Еп число ^/(*7*) 
называется длиной (или нормой) вектора х  и обозначается |х| (или
iixii): /____

|х| =  \Д х,х ). (3)

Длина вектора обладает следующими свойствами:
1 . |х| >  0 для любого вектора х, причем |х| =  0 тогда и 

только тогда, когда х  =  0;
2. |ах| =  |dl • |х| для любого вектора х  и любого числа а;
3. |х +  у| <  |х| +  |у| для любых векторов х  и у.

Свойства нормы (1) и (2) очевидны. Свойство (3), называемое 
неравенством треугольника, в общем случае необходимо доказы­
вать. Сначала докажем одно полезное неравенство, называемое 
неравенством Коши-Шварца.
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Л е м м а .  Для любых векторов х  и у из Е" справедливо нера­
венство

1(*>у )1<1*1-1у 1- (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из свойств скалярного произведения следует,
что

О <  (х  +  Ау, х  +  Ау) =  (х, х ) +  2А(х, у ) +  А2( у , у )

для любых векторов х, у  и любого числа А. Бели (у, у )  ф 0, то 
положив

\ _  ( х , у )

(У. У ) ’
получим неравенство

0 < ( х х ) - ( х ’ У )2 
(У, У ) ’

из которого и следует неравенство (4). Если же |у| =  0, то 
неравенство (4) очевидно. Лемма доказана.

Д ля доказательства неравенства треугольника заметим, что

|х +  у |2 =  (х  +  у, х  +  у ) =  |х|2 +  2(х, у ) +  |у|2.

А так как |(х,у)| <  |х| • |у|, то

|х +  у |2 <  |х|2 +  2|х| • |у| +  |у|2 =  (|х| +  |у|)2,

и, следовательно, |х +  у| <  |х| +  |у|.
Наконец, для любых точек А  =  ( a i , аг, . . .  ,ап) , В =  (Ь\, 62, . . . ,  Ьп) 

и С  =  (ci,C2, . . . ,  сп) справедливо равенство А в  =  А(5  И- С В . Сле­
довательно, \АЙ\<\АС\ +  \ОЙ\, т.е. \АВ\ <  \АС\ +  \СВ\.

Таким образом, расстояние между точками, скалярное произве­
дение векторов и длина вектора в №п, определенные по формулам
(1), (2), (3), обладают всеми обычными свойствами. На основе 
этих понятий можно дать определения ограниченного множества, 
предела последовательности, непрерывной кривой и т.д. В качестве 
примера приведем определения ^-окрестности точки, ограниченного 
множества и непрерывной кривой.

О п р е д е л е н и е  5. Д ля  любой точки M q Е Rn и любого числа 
е >  0 множество всех точек М  Е Rn, удовлетворяющих неравенству 
\ММо\ <  е, обозначается Ое(М о) и называется е-окрестностъю 
тонки M q или открытым шаром радиуса е с центром в точке M q.

Очевидно, е-окрестность точки х при п =  1 —  это интервал 
длины 2е с центром в точке ж, при п =  2 —  это круг радиуса е с 
центром в точке х =  (жьяг)» а ПРИ п ~  3 —  это шар радиуса е с 
центром в точке (я 1,Ж2,Жз)-
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О п р е д е л е н и е  6. Множество G  точек из Rn называется огра­
ниченнымI, если существует число г >  О такое, что

\ОМ\ <  г  VA f € G.

(Здесь О  —  точка с координатами (0,0,.. . ,0).)
Д ля векторов определение ограниченного множества формули­

руется аналогично:
Множество векторов G  С К П называется ограниченным, если 

Э г : |х| <  г V x GG.

О п р е д е л е н и е  7. Множество 7 точек из R” с координатами 
х% =  х,(<), г =  1, 2, . . . ,п,  где x ,(t) —  непрерывные функции, опре­
деленные на некотором промежутке Д, называется непрерывной 
кривой, а переменная t —  параметром кривой 7 .

Бели Д  —  отрезок [а; 6], то точка А  с координатами х,- =  х,(а) 
называется началом, а точка В  с координатами х,» =  х,(Ь) —  концом

кривой 7 . В этом случае кривую 7 будем обозначать A jB  или Л В 
и говорить, что кривая 7 соединяет точки А  и В.

Вместо s-окрестностей, которые называются сферическими, ино­
гда удобно пользоваться так называемыми прямоугольными окрест­
ностями.

О п р е д е л е н и е  8. Д ля  заданной точки Afo =  (х?,®2> •-*хп) 
прямое произведение интервалов i = l , 2, . . . ,п,  называется
открытым прямоугольником с центром в точке Мо или прямо­
угольной окрестностью точки Мо и обозначается P(M o\S i) .. .  , Jn).

В случае, когда d, =  S Vi, прямоугольную окрестность точки 
Мо будем обозначать Р&(Мо).

Из очевидных неравенств

maxjxj — х°| < \ M M q \ <  у / п тах|х,- — х°)
t t

следует, что
Об(М о) С Ps(M o) С O j^ iM o ) .

Таким образом, любая сферическая окрестность точки Мо содер­
жит некоторую прямоугольную окрестность точки Мо и наоборот.

§ 2. Пределы функций многих переменных
2.1. Пределы последовательностей точек. Последовательность 

точек Mk, к G N, пространства Еп определяется точно так же, 
как и последовательность точек числовой прямой R 1. Определение 
последовательности векторов г*, к Е N, в случае п =  2 и п =  3 
было дано в §1 гл. 5. В общем случае оно такое же.
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О п р е д е л е н и е  1. Точка Мо £ М" называется пределом после­
довательности точек Mk, k € N, из ® ", если lim |М Мо| =  0.

к-too К
В этом случае будем писать:

М 0 =  lim М к или ” Mk -¥ Мо при к -+  оо ” .
*-►00

Аналогично, а =  lim а*, если lim |а* -  а| =  0.
к-too к-too

Как обычно, последовательность точек или векторов, имеющая 
предел, называется сходящейся.

Определение предела последовательности точек можно сформу­
лировать на языке окрестностей (сферических или прямоугольных):

Точка Мо называется пределом последовательности {M k}, если

Ve >  О 3 N e : V k > N „  М к е О е{М 0)

(или М к € Р*(М о)).
В § 1 гл. 5 было доказано, что последовательность векторов из 

R3 сходится тогда и только тогда, когда сходятся последователь­
ности из соответствующих координат этих векторов. Аналогичное 
утверждение имеет место и в общем случае.

Т е о р е м а  1. Точка Мо является пределом последовательности 
точек М к, к Е N, тогда и только тогда, когда координаты точки 
Мо являются пределами последовательностей из соответствующих 
координат точек М*.

Доказать эту теорему в качестве упражнения.
Т е о р е м а  2. У  любой ограниченной последовательности точек 

из №п существует сходящаяся подпоследовательность.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {М к} —  ограниченная последова­

тельность точек из Еп. Д ля  простоты будем рассматривать случай 
п =  2 и считать, что М к =  (я*-У*), к Е N.

Из ограниченности последовательности {М к} следует ограни­
ченность числовых последовательностей { я * }  и { у * } .  В силу теоре­
мы Больцано-Вейерштрасса для числовых последовательностей, у 
последовательности { я * }  существует сходящаяся подпоследователь­
ность {я*р}. Пусть она сходится к яо. Аналогично ограниченная 
последовательность {у*р}  имеет сходящуюся подпоследовательность 
(lib }: Пусть она сходится к уо-

Из теоремы 1 следует, что подпоследовательность {М кря}  по­
следовательности {М к} сходится к точке Мо =  (яо,Уо) при у —► оо. 
Теорема 2 доказана.

Эту теорему, как и в случае числовых последовательностей, 
обычно называют теоремой Больцано-Вейерштрасса.

О п р е д е л е н и е  2. Последовательность точек М к, к € N, назы­
вается фундаментальной или сходящейся в себе, если она удовле­
творяет следующему условию Коши:

Ve >  О ВN e : Ч к >  N e V p € N :  \МкМ к+р\ < е .
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Т е о р е м а  3. Для того чтобы последовательность точек из Жп 
имела предел, необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла 
условию Коши.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, если последовательность { М * }  
имеет предел, то она фундаментальная. Действительно, пусть 
М* -> Мо при к -+ оо . Тогда

Ve >  0 3 N , :  VA >  N e \МкМ 0\ <

а так как
|М*М*+Р| <  \МкМ 0\ +  М 0М *+Р

то \МкМ к+р\ < е  V * >  N e> У р е П .
Пусть теперь последовательность { М к}  фундаментальная. Тогда 

она ограниченная, и по теореме Больцано-Вейерштрасса у нее 
существует сходящаяся подпоследовательность {М кр}. Пусть Мо — 
предел этой подпоследовательности. Докажем, что М к М 0 при 
к оо.

Зададим некоторое е >  0. Тогда

3 N t : 4 k > N t , Vp € N |MkM fe+p| <  |,

ЭК , : Vp >  K t |MfepM 0| < | .

Положим pe =  m ax{Ne\Ke}. Тогда р€ >  К е, пРв >  р€ >  N e и, 
следовательно, для любого k >  N €

\МкМ 0\ <  \МкМ кргI +  \МкршМо\ <  | | =  е.

А так как е >  0 произвольное, то этим доказано, что lim М к =  Мо.
к-*оо

Теорема 3 доказана.
Эта теорема, как и в случае n =  1, называется критерием Коши. 

Заметим, что доказательство для любого п дословно повторяет 
доказательство в случае n =  1.

Таким образом, пространство Ж1 обладает следующим свой­
ством: любая фундаментальная последовательность точек про­
странства R n в этом пространстве имеет предел. Это свойство 
называется полнотой пространства Rn. Очевидно, пространство 
Qn, где Q  —  множество всех рациональных точек на прямой, 
согласно определению не является полным.

Д ля последовательностей точек и векторов рассматривают и 
бесконечные пределы.

Говорят, что последовательность { М к}  стремится к бесконеч- 
ности, и пишут М* -*  оо при к оо, если lim \ОМк \ =  +оо.

к  -400
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Это определение можно сформулировать и на языке окрест­
ностей. Для этого через Ог(оо) обозначим множество всех точек 
М  G Жп, для которых \ОМ\ >  г. Тогда Мк -> оо при к оо, если

Vr >  О В A ': Vfe >  А' М * е О г(оо).

2.2. Предел функщш в точке. Как и ранее, множество всех точец 
(^-окрестности 0*(М о) точки Мо, отличных от Мо, будем называть

о
проколотой о-окрестностью тонки Мо и обозначать Оа(Мо).

О п р е д е л е н и е  1. Точка Мо называется предельной тонкой 
множества G, если в любой проколотой окрестности точки Мо 
содержится хотя бы одна точка множества G.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть на множестве G  C R n задана функция 
/ (М ), и пусть Мо —  предельная точка множества G. Число а 
называется пределом функции f ( M )  при М  —► Мо (или в тонке 
Мо), если выполняется условие

Ve >  0 3 * > 0 :  VM € b s ( M 0) n G  \ f { M ) - a \ < e .

В этом случае пишут

Нш
м-+м0

/ (М ) = а.

Употребляют и другие обозначения. Например, для функции 
двух переменных / (х ,у ) пишут

И т / ( * , у ) = а .
»-»»0

Как и в случае одного переменного, доказывается, что это 
определение предела функции в точке равносильно следующему.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть Мо —  предельная точка множества G, 
на котором задана функция / (М ). Число а называется пределом 
функции / (М ) при М  —► Мо, если для любой последовательности 
{ М * }  точек из G таких, что М* ф Мо и Мк —> Мо при к оо, 
выполняется условие: / (М *) —> а при к —► оо.

Аналогично определяют и бесконенные пределы функции / (М ) 
в точке Мо:

ЬтиПМ) =  -юс, J im _ НМ) =  -со.

В частности, функцию / (М ) называют бесконенно большой при 
М  —► Мо и пишут

Ml im / (M) =  °o,

если выполняется условие

Ve >  О З Л > 0 :  V M  € DjC\ O s { M 0) \ f ( M ) \ > e .
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О п р е д е л е н и е  4. Предел в точке Мо сужения функции / 
на множество- Е  С D/ называется пределом функции f { M )  при 
М  —► Мо по множеству Е.

В этом случае точка Мо должна быть предельной точкой для 
множества Е.

Если Е  =  7 OD/, где 7 —  некоторая кривая в Rn, то этот предел 
называется пределом по кривой 7 , а если 7 —  луч с направлением 
I =  ( a i , . . . , a n), то —  пределом по направлению I функции / в 
точке Мо.

Очевидно, если функция, определенная в некоторой проколотой 
окрестности точки Мо, имеет предел в этой точке, то она в этой 
точке имеет предел и по любому направлению. Обратное утвер­
ждение является неверным. Например, функция двух переменных 
/(*>2/)» равная 1, если у =  х2, и 0, если у ф х2, в точке (0; 0) 
по любому направлению имеет предел, равный нулю. Однако она 
в точке (0; 0) не имеет предела, так как по параболе у =  х 2 ее 
предел равен 1.

Отметим, что так как определения предела функции в точ­
ке почти дословно совпадают с определениями предела функции 
одной переменной, то для функций многих переменных справедли­
вы теоремы о пределе суммы, разности, произведения и частного, 
аналогичные соответствующим теоремам для функций одной пере­
менной.

Сформулировать и доказать эти теоремы в качестве упражнения.

2.3. Предел функции на бесконечности. Д ля  функций многих 
переменных, как и для функций одной переменной, рассматривают 
пределы на бесконечности.

О п р е д е л е н и е .  Пусть область определения функции f ( M )  
является неограниченной. Тогда число а называется пределом 
функции f { M )  при М  —► оо, если выполняется условие

Ve > 0 3J > 0 : VM e D f n O s { o o )  f { M ) e O e(a) .

В этом случае пишут

lim Д М ) =  а
М-ЮО

ИЛИ
f { M )  -*  а при р — \ОМ\ -> +оо.

Очевидно, определение этого предела можно сформулировать и 
на языке последовательностей. Вообще, на пределы в бесконечности 
естественным образом переносятся многие понятия и утверждения 
из предыдущего пункта. Следует лишь отметить, что для функций 
многих переменных рассматривают еще пределы при специальном 
стремлении точки в бесконечность. Обычно специфика стремления
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точки в бесконечность видна из самого обозначения. Например, 
запись

а =  *H+lo f ( x >
V-*■+<»

означает, что выполняется условие

V e > 0  3 J : Ч х > 6 , у > 6  f ( x , y )  € О е(а).

Аналогично, запись

Uin f { x , y )  = а
¥-♦ -00

означает, что
lim f ( x k,yk) =  а

к —too

для любой последовательности точек (х*, у*) G D/ такой, что х* ф хо, 
Хк —̂ X q и ук —̂ —оо при к -*  оо.

Согласно этим определениям, функция

/(*, у)
81ПХ

T + F
не имеет предела при р =  \/х2 +  у2 —>> +оо. Однако

Jim / (х ,у ) =  0

для любого хо € R  и хо =  ±оо. Заметим, что эта функция не имеет 
предела, когда х -► +оо, у -> уо, где уо € R.

2.4. Повторные пределы. Спецификой функций многих перемен­
ных являются так называемые повторные пределы, когда переходят 
к пределу сначала по одной переменной, потом по другой и т.д. 
Например, если функция / (х ,у ) двух переменных х и у опреде­
лена в некоторой окрестности точки (хо,Уо), кроме, может быть, 
точек прямых х =  х<) и у =  у0, то можно рассматривать повторные 
пределы

lim lim Дх ,у ) ,
У“*УО

lim lim f i x , у). 
y -»y О X—¥Xo

В первом повторном пределе сначала при фиксированном х ф хо 
ищется предел функции / (х ,у ) при у —► уо. Далее, если при любом 
х ^  хо из некоторой окрестности точки хо этот предел существует 
и равен, например, у>(х), то затем находится предел функции <р{х) 
при х —► хо- Во втором пределе наоборот: сначала находят предел 
/ (х ,у ) при х —У хо для фиксированного у ф уо, а затем —  предел 
при у -► у0.

Т е о р е м а  1. Пусть функция / (х ,у ) определена на некотором 
множестве G , содержащем прямое произведение проколотых г}-ок-
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рестностей точек хо и уо, и пусть для любого фиксированного
о

У ео , (уо) функция f ( x , y )  при х Х о  имеет предел. Тогда, если 
функция f ( x , y )  имеет предел при (а;, у) - >  (х0.Уо) по множеству
О О
Orj{xо) х Ofi{yo), то повторный предел функции /(х,у) сначала при 
х хо, а затем при у уо существует и

lim lim / (х ,у ) =  lim / (х ,у ). 
y-+y0x->x0JK (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f ( x , y )  а при (а?,у) ->• {х0,уо) по
О О

множеству Or, (®о) х Оч (уо). Тогда

V e > 0  >  0 : |/(а?,у) — а| <  е V (x ,y )  € О П *о )П  O i (уо). (2)
Пусть далее

Vy € О , (уо) lim / (*, у) =  у(у).X—¥Хо

Тогда из неравенства (2) в пределе при х —► х<> следует неравенство

Ы у) - < *  \ < е  VyGO*(l/o),
и поэтому lim у (у) =  а. А  это означает, что рассматриваемый

У“*Уо
повторный предел существует и справедлива формула (1). Теорема 1 
доказана.

П р и м е р  1. Рассмотрим функцию / (х ,у ) =  (х2 +  y2)sin (l/x). 
Так как

l/(*.y)l < *2 + y2 v® # 0,
то/ (х ,у ) -¥ 0 при(х,у) -+ (0; 0) по области определения функции /.

Далее, предел /(х, у) при х -> 0 для любого фиксированного 
у ф  0 не существует, и поэтому не имеет смысла говорить о 
повторном пределе сначала при х ^  0, а затем при у 0.

Д ля второго повторного предела имеем:

lim lim (x2 +  у2) sin — =  lim х2 sin -  =  0.
.x-»0y-+0 ' '  х  х-Ю х

Пр и м ер  2. Рассмотрим функцию /(х, у) =  ху/(х2 +  у2).
Она определена на всей плоскости, кроме точки (0;0). Ее предел 

по прямой у =  кх при х —у 0 равен к/(1 +  к2).Следовательно, она 
не имеет предела при (х,у)  —► (0;0). Однако

ху
lim 2 , 2х-*0 х 1 + у*

ху
limу-»0 х * + у*

= 0

= 0

Ч у ф  0,

Vx ф 0,

и поэтому оба повторных предела в точке (0; 0) существуют и равны 
нулю.
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Сделаем несколько замечаний относительно доказанной теоре­
мы 1. Формула (1) справедлива и в тех случаях, когда предел 
функции / (х ,у ) при (х,у)  (х0,уо) бесконечный или когда, напри­
мер, х —► +оо, у  -у  -1-00. Сформулируем одно из таких утверждений 
в виде теоремы.

Т е о р е м а  2. Пусть функция / (х ,у ) определена при х >  а и 
у >  6, и пусть для любого фиксированного у >  Ь функция /(х,у)  
имеет предел при х -у  +  оо. Тогда, если функция /(х, у) имеет 
предел (конечный или бесконечный) при х - *  +оо, у  —► +оо, то

у ^ о о Л ^ о о Г{Х' У) = JSR. /(*•»)•
Доказать эту теорему в качестве упражнения.

§ 3. Множества точек n -мерного пространства
3.1. Открытые множества. Определение открытых множеств то­

чек пространства МЛ в случае произвольного п Е N почти дословно 
совпадает с соответствующим определением в случае п =  1 (см. § 7 
гл. 1).

О п р е д е л е н и е  1. Точка Мо называется внутренней точкой 
множества G  С ® п, если она принадлежит этому множеству вместе 
с некоторой своей е-окрестностью, т.е. если

3 бг >  0 : O* (M0) c G .

О п р е д е л е н и е  2. Множество называется открытым, если все 
его точки внутренние. Пустое множество, по определению, счита­
ется открытым.

Л е м м а  1. Для любого г  >  0 и любой точки Mo € Rn множества

А = { М е Ш п : \ММо\ <  г } ,

В =  { М е Ш п : \ М М о \ > г}  

являются открытыми.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М\ € А. Положим е =  г — \МоМ\\. 

Тогда, если М  6 О е(М \), то

\М М 0\ <  \МM il +  \MiMo\ < *  +  \MiM0\ =  г,

т.е. М  £ А. Следовательно, Oc(M i) С А.
Аналогично, если М 2 € В, S =  |МоМ2| — г, то

V M  G 0 * (М 2) |ММ0| >  \М0М 2\ -  \М2М\ >  г. 

Следовательно, 0 * (М 2) С В. Лемма 1 доказана.
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Напомним, что множество А  называется открытым шаром 
радиуса г  с центром в точке M q . Множество В  называется 
открытой внешностью шара радиуса г  с центром в точке M q .

Таким образом, любая е-окрестность любой точки M q Е Rn 
является открытым множеством. Аналогично доказывается, что 
любая прямоугольная окрестность любой точки является открытым 
множеством. (Доказать в качестве упражнения.)

Л е м м а  2. Пересечение любого конечного числа открытых мно­
жеств является открытым множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть множество G есть пересечение от­
крытых множеств G i ,G 2, . . . ,Gjv.  Бели множество G пустое, то 
оно открытое по определению. Бели же оно непустое и M q  Е G, то 
M q  € Gi V i =  1,2, . . . ,  ЛГ. А  так как множества G, открытые, то

V i 3 ег, >  0 : 0 € 1 ( M q )  С G*.

Очевидно, если е наименьшее из £1,62» • • • >£лг> то Ое(Мо) С Gi Vi, 
и поэтому Ос(Мо) С G. Лемма 2 доказана.

Заметим, что пересечение счетной совокупности открытых мно­
жеств не всегда будет открытым множеством. Например, пересече­
нием интервалов ( - 1  /п; 1 +  1/n), n Е N, будет отрезок [0; 1], который 
не является открытым множеством на прямой R 1.

Л е м м а  3. Объединение любой совокупности открытых мно­
жеств является открытым множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть множество G есть объединение неко­
торой совокупности открытых множеств. Тогда любая точка М  Е G 
принадлежит некоторому открытому множеству Ga этой совокуп­
ности, и поэтому существует е >  0 такое, что Ое( М )  С G* С G. 
Лемма 3 доказана.

Из доказанных лемм следует, что объединение любых окрест­
ностей ОедДМ) точек М  любого множества является открытым 
множеством. Очевидно, и наоборот, любое открытое множество 
есть объединение окрестностей всех его точек.

О п р е д е л е н и е  3. Д ля любого е >  0 и любого множества 
G объединение е-окрестностей всех точек М  € G называется е- 
окрестностью множества G  и обозначается Oe(G ).

До сих пор для точек из Rn рассматривались только е- 
окрестности. Напомним, что на действительной прямой R 1 под 
окрестностью данной точки понимался любой интервал, содержа­
щий эту точку. В общем случае (когда есть понятие открыто­
го множества) понятие окрестности точки обобщается следующим 
образом.

О п р е д е л е н и е  4. Любое открытое множество, содержащее точ­
ку A/о, называется окрестностью точки M q  и обозначается O ( M q ) .

Из этого определения и доказанных лемм следует, что пересе­
чение любой конечной совокупности и объединение произвольной 
совокупности окрестностей данной точки являются окрестностями 
этой точки.



§ 3. МНОЖЕСТВА ТОЧЕК П-МЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА 191

3.2. Замкнутые множества. Определение замкнутых множеств» 
которое будет дано в этом параграфе, несколько отличается от 
определения, данного в § 7 гл. 1, но, как легко видеть, в случае 
множеств на прямой эти определения эквивалентны.

О п р е д е л е н и е  1. Точка Мо называется точкой прикосновения 
множества G, если в любой ее окрестности содержится хотя бы 
одна точка из G.

О п р е д е л е н и е  2. Множество всех точек прикосновения мно­
жества G называется замыканием множества G  и обозначается G.

О п р е д е л е н и е  3. Множество называется замкнутым, если оно 
совпадает со своим замыканием. Пустое множество тоже считается 
замкнутым.

Очевидно, для любого множества G все его точки и все его 
предельные точки являются точками прикосновения, и других точек 
прикосновения нет.

Л е м м а  1. Замыкание любого множества есть замкнутое мно* 
жество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G —  замыкание__множества G, а 
G —  замыкание множества G. Очевидно, G С G. Покажем, что 

5  С G.
Пусть Мо € G, т.е. Мо —  точка прикосновения множества SF. 

Тогда любая ее окрестность О (М о) содержит хотя бы одну точку 
M i множества (?. А  так как М\ —  точка прикосновения множества 
G, и множество О (М о) —  ее окрестность, то в О (М о) существует 
хотя бы одна точка множества G. Следовательно, Мо G G. Лемма 
1 доказана.

Напомним, что если В С X , то разность X  \ В  называется 
дополнением множества В  до множества X . Если же множество 
X  фиксировано (например, X  =  Мп) и рассматриваются только 
множества В  С X , то разность Х \ В  называется просто дополнением 
множества В. Здесь рассматриваются только множества В С

Л е м м а  2. Для того чтобы множество было замкнутым, 
необходимо и достаточно, чтобы его дополнение было открытым.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть множество F  замкнуто и G =  Rn\F. 
Тогда, если М  6 G, то М  не является точкой прикосновения для F , 
и поэтому существует е >  0 такое, что О е( М )  С G. Следовательно, 
любая точка множества G внутренняя.

Наоборот, пусть множество G =  R n \ F  открытое. Тогда, если 
М  G F, то М  £ G, и, следовательно, М  G F. Лемма 2 доказана.

Из этого утверждения и леммы 1 п.3.1 следует, что для любого 
г >  0 и любой точки Мо G R " множества

I = { M G » n : | M M o l < r } ,

В = { М  G R " : |ММо| >  г }
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замкнутые. Множество А  называется замкнутым шаром (или 
просто шаром) радиуса г  . с центром в точке Afo, а множество В  — 
замкнутой внешностью этого шара.

Д ля любой совокупности множеств Ва и любого множества X  
справедливы равенства

а а

X \ f ] B a = \ J ( X \ B a).
а а

Первое равенство доказывается следующей цепочкой равносиль­
ных утверждений:

х ^ % \ U  <=> х € X,  х £ Ва V а < = »
а

< = > х е х \ в а У а  <=$► х е п { х \ в а).

Аналогично доказывается и второе равенство.
Л е м м а  3. Пересечение любой совокупности замкнутых мно­

жеств есть замкнутое множество.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как уже известно, если множество Fa 

замкнуто, то множество G a =  Rn \ Fa открыто. Тогда из равенства 
C\Fq =  IRn \ U Ga и леммы 3 п.3.1 следует, что множество f ] F a
or a or
замкнуто. Лемма 3 доказана.

Л е м м а  4. Объединение любого конечного числа замкнутых 
множеств есть замкнутое множество.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множества F,-, i = l , . . . , N ,  замкну­
тые, то множества G,- =  Rn \Fip i =  1,...,ЛГ, открытые. Тогда 

N N
из равенства (J F t =  Rn \ f| G* и леммы 2 п.3.1 следует, что

i= i i=i
N

множество (J Fi замкнутое. Лемма 4 доказана. 
i=i

С л е д с т в и е .  Если множество F  замкнутое, а множество G  
открытое, то множество F \ G  замкнутое, а множество G \ F  
открытое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что 

F \ G  =  F n ( R n \G),

где множество Rn \G' замкнутое. Следовательно, множество F \ G , 
как пересечение двух замкнутых множеств, является замкнутым. 
Аналогично, G  \ F  =  G Г) (Rn \ F )  и множество R n \ F  открытое, 
поэтому множество G \ F  открытое. Следствие доказано.
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3.3. Граница множества. Определение границы множества G С 
С Шп полностью совпадает с соответствующим определением в 
случае n =  1 (см. § 7 гл. 1).

О п р е д е л е н и е  1. Точка Мо называется граничной точкой мно­
жества Q  если в любой ее окрестности имеются хотя бы одна точка 
множества G  и хотя бы одна точка, не принадлежащая множеству G.

Из определения следует, что любая граничная точка множества 
G  является граничной и для его дополнения. Точка Mo & G 
является граничной точкой для G  тогда и только тогда, когда она 
предельная для G.

О п р е д е л е н и е  2. Множество всех граничных точек множества 
G  называется границей множества G  и обозначается 8G.

Если, как обычно, G  —  замыкание множества G, a G * — 
множество всех его внутренних точек, то, очевидно,

G = G U  <9G, G* =  G \ 3G,

G =G * U 9G, G* П dG  = 0  .

Л е м м а .  Граница любого множества является замкнутым мно­
жеством.

Действительно^для любого множества G справедливо равенство 
dG =  G\G* ,  где G —  замкнутое множество, a G* —  открытое.

! 3.4. Компакты. Прежде всего сформулируем и докажем обоб­
щение теоремы Кантора о вложенных отрезках на n-мерные кубы. 
Начнем с определений.

О п р е д е л е н и е  1. Прямое произведение любых п отрезков 
[ai;6i], , . . . , [a n;6n] называется замкнутым п-мерным прямоуголь­
ным параллелепипедом с ребрами, параллельными осям координат. 
Если длины всех отрезков равны d, то это прямое произведение 
называется замкнутым п-мерным кубом с ребром длины d.

На плоскости, т.е. для п =  2, эти множества называются, как 
обычно, прямоугольниками и квадратами.

Любой замкнутый параллелепипед Р  =  [ajj&i] х ... х [an;6n] 
является замкнутым множеством пространства Мп. Множество Р*  =  
=  Р \ д Р  называется открытым прямоугольным параллелепипедом. 
Легко видеть, что Р*  =  (ai,*6i) х .. .  х (ап;Ьп). (Доказать эти 
утверждения в качестве упражнения.)

О п р е д е л е н и е  2. Последовательность n-мерных кубов Q*, к 6 
G N, называется последовательностью вложенных кубов, если
Qk+i CQk V*.

Л е м м а  1. Любая последовательность вложенных замкнутых 
кубов имеет хотя бы одну общую точку. Причем, если последо­
вательность длин ребер этих кубов стремится к нулю, то эта. 
общая точка единственная.

7 -  1402
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

<Ь =  [ а ? ; * Йх . . . х [ а * ; * * ] ,  к € N,

Qk+i С Qk V к и bf — =  rf/t Vi  =  1,2, . . . ,  п. Для любого г последо­
вательность отрезков [а£;6*] является вложенной и, следовательно, 
имеет хотя бы одну общую точку с,-. Тогда точка С  с координатами 
ci,C2,. . ,cn будет общей для всех кубов Q*. Причем, если <f* —> О 
при к —> 0, то эта общая точка единственная. Лемма 1 доказана.

О п р е д е л е н и е  3. Некоторая совокупность множеств называет­
ся покрытием данного множества, если оно содержится в объедине­
нии этой совокупности множеств. Покрытие называется открытым, 
если все его множества открытые. Покрытие называется конечным, 
если оно состоит из конечного числа множеств.

Л е м м а  2. Из любого открытого покрытия ограниченного за- 
мкнутого множества точек п-мерного пространства Rn можно 
выделить конечное покрытие этого множества.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказывать будем методом от противного. 
Предположим, что существуют ограниченное замкнутое множество 
F  С Rn и некоторое его открытое покрытие, из которого нельзя 
выделить конечное подпокрытие.

Так как множество F  ограничено, то существует замкнутый 
куб Q с ребром длины d, содержащий это множество. Делени­
ем каждого ребра куба Q  пополам построим последовательность 
вложенных замкнутых кубов Qk, к G N, с ребрами длины d/2*, 
удовлетворяющих условию: для любого к множество Fk =  F flQ *  не 
покрывается конечным числом множеств данного покрытия. Един­
ственная общая точка Мо кубов Qk (см. лемму 1) будет точкой 
прикосновения множества F . Так как множество F  замкнуто, то 
M q GF.

По условию точка Mo € F  покрывается некоторым открытым 
множеством Ga из данного покрытия, поэтому существует е >  О 
такое, что Ое(М о) С G a- С другой стороны, так как

|МА/0| < у/п- ^  ЧМ € Fk,

то существует К  такое, что

У к >  К  Fk С 0 €(М о) С Ga-

Однако, в силу нашего предположения, множество Fk не покры­
вается конечным числом множеств данного покрытия. Полученное 
противоречие показывает, что наше предположение неверное. Лем­
ма 2 доказана.

Эта лемма называется леммой Гейне-Бореля о покрытии.
О п р е д е л е н и е ^  Множество называется компактным или ком­

пактом, если из любого его открытого покрытия можно выделить 
конечное покрытие.
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Т е о р е м а .  Для того чтобы множество F  С Ш” было ком* 
пактом, необходимо и достаточно, чтобы оно было ограничено и 
замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность условия составляет содер­
жание леммы Гейне-Бореля. Докажем необходимость.

Каждую точку М  Е F  покроем окрестностью 0 \ (М ) (шаром 
радиуса 1 с центром в точке М ). Так как множество F  ком­
пактное, то существует конечное число единичных шаров, которые 
покрывают множество F , и поэтому оно ограничено. Докажем, что 
оно замкнуто.

Пусть Мо —  предельная точка множества F . Предположим, 
что Mo & F , и построим последовательность открытых множеств

Gk =  ®n \ Oi/k{Mo), к е  N,

где 0\/k(Mo) —  замкнутый шар радиуса 1 /к с центром в точке Мо. 
Совокупность множеств Gk является покрытием множества F , но, 
очевидно, никакая конечная совокупность их не образует покрытия. 
Следовательно, наше предположение неверное, и поэтому Мо Е F. 
Теорема доказана.

Эта теорема называется критерием компактности в простран- 
стве Rn.

3.5. Связные и линейно связные множества. Очевидно, любой 
n-мерный шар и любая n-мерная сфера являются связными мно­
жествами, а объединение двух иепересекающихся замкнутых шаров 
не является связным множеством. Дадим точное определение этим 
понятиям.

О п р е д е л е н и е  1. Множество X  называется несвязным, если 
существуют два иепересекающихся открытых множества G i и Сг, 
каждое из которых пересекается с множеством X  и объединение 
которых содержит X . В противном случае множество X  называется 
связным.

Очевидно, если замыкание множества X  является несвязным, то 
и само множество X  несвязное. Следовательно, замыкание любого 
связного множества является связным множеством.

Л е м м а  1. На прямой, т.е. в R 1, любой промежуток является 
связным множеством, и других связных множеств нет.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что существует промежуток 
Д С ® 1, который не является связным множеством. Тогда, согласно 
определению, существуют открытые множества X  и У  такие, что

X  C\Y = 0 , Д с Х и У ,  Х Г \ А ф 0 , У Г \ А ф 0 .

Пусть я Е X  П Д, у Е У П Д  и х <  у.
Отрезок [я;у] С Д точкой г =  (х +  у)/2 разделим на два отрезка 

[х\г] и [г; у] и через [x\ ,yi] обозначим тот отрезок, у которого левый

7*
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конец принадлежит X , а правый —  У. Поступая таким образом 
и далее, построим последовательность вложенных отрезков [хп;уп}  
таких, что хп Е X ,  уп Е У . Как известно, эти отрезки имеют одну 
общую точку.

Пусть zq —  общая точка отрезков [хп;уп]. Тогда 

lim хп =  zo =  lim уп.
П-ЮО П-»00

Отсюда следует, что точка *о является граничной как для X , 
так и для У, а так как X  и У  открытые, то zq £ X  и *о £ У , 
что противоречит условию го G Д  С X  U У . Следовательно, наше 
предположение неверное.

Докажем теперь, что если некоторое множество М  С М1 связное, 
то М  —  промежуток.

Если М  содержит только одну точку, то М  —  отрезок. Если 
М  имеет две точки х и у, х <  у, то [х; у] С X . Действительно, если 
предположить, что существует точка z такая, что z Е [х; у], но 2 ^ 
£ М , то М  будет несвязным, так как оно содержится в объединении 
непересекающихся интервалов (—оо;г) и (г;-|-оо). Следовательно, 
если а =  inf М, 6 =  supM, то (а; 6) С М  и, кроме того, множеству 
М  могут принадлежать лишь а и 6. Поэтому множество А/ —  это 
один из промежутков с концами а и 6. Лемма 1 доказана.

Л е м м а  2. Любая непрерывная кривая в Мп является связным 
множеством.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству первого 
утверждения леммы 1. Предлагается провести его в качестве 
упражнения.

О п р е д е л е н и е  2. Множество X  С R” называется выпуклым, 
если [М 1М 2] С X  для любых точек М\ и Мг из X .

Л е м м а  3. Любое выпуклое множество X  является связным.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что множество X  не явля­

ется связным, т.е. существуют открытые непересекающиеся мно­
жества G\ и G 2 такие, что

X c G i U G 2> Gj П Х ^ 0 ,  > =  1,2.

Тогда любой отрезок [A fiM 2], у которого Mj Е Gj П X  ̂ j  =  1,2, 
является несвязным, так как [M iM 2] С  X  С  Gi U G 2 и G i H G 2 = 0 . 
Следовательно, наше предположение неверное. Лемма 3 доказана.

О п р е д е л е н и е  3. Множество X  С Rn называется линейно 
связным, если любые его две точки можно соединить непрерывной 
кривой, все точки которой принадлежат множеству X .

Очевидно, любое выпуклое множество является линейно связным.
Л е м м а  4. Любое линейно связное множество является связ­

ным.
Доказательство этого утверждения точно такое же, как и до­

казательство леммы 3.



Заметим, что на прямой, т.е. в R 1, линейно связными множен 
ствами являются только промежутки, поэтому на прямой эамыка* 
ние любого линейно связного множества является линейно связным 
множеством. В общем случае это утверждение является неверным.

П р и м е р  1. Пусть М  —  множество точек плоскости, которое 
является графиком функции y =  sin(l/x), хб ( 0 ; 1 ] .  Очевидно, это 
множество линейно связное. Однако его замыкание М  не будет 
линейно связным.

Множество М  есть объединение множества М  и отрезка [—1; 1J 
на оси Оу. Из предположения, что некоторую точку из М  можно 
соединить непрерывной кривой с некоторой точкой (0;уо), следует 
неверное утверждение:

• 1У =  81П---- ► Уо при X —» +0.
X

Следовательно, множество М  не является линейно связным. (На­
помним, что М , как замыкание связного множества, является 
связным множеством.)

Т е о р е м а .  Если открытое множество G c K n связно, то любые 
две тонки из G  можно соединить ломаной, целиком лежащей в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем некоторую точку Мо Е С  и через 
Go обозначим множество всех точек из G, которые можно соединить 
с М 0 ломаной, целиком лежащей в G.

Множество Go открыто. Действительно, если M i € Go, то 
M i 6 G, а так как G открыто, то существует S >  0 такое, что 
Os(M\)  С G. Из выпуклости Об (M i) следует, что если точка М  
принадлежит Од (M i), то и отрезок [M iM ] принадлежит Об (M i). 
Поэтому любую точку М  6 Од (M i) можно соединить с точкой Мо 
ломаной, целиком лежащей в G. Следовательно, 0 6 (M i) С Go.

Кроме того, множество Go обладает следующим свойством: если 
А  —  его предельная точка и A  G G, то A  G Go- Действительно, 
существует S >  0 такое, что 0 $ (А ) С G, а так как А  —  предельная 
точка для Go, то в Os(A ) существует хотя бы одна точка В  € 
€ Go. Тогда точка А  отрезком [АВ\ соединяется с точкой В  и, 
следовательно; A  G Go-

Из доказанного свойства множества Go следует, что G \ Go =  
=  G \ Go, где Go —  замыкание множества Go- В частности, 
множество Gi =  G \ Go открыто.

Теперь, если предположить, что Go не совпадает с G, то G есть 
объединение двух открытых непустых множеств Go и Gi = G \ G o ,  
что невозможно, так как множество G связное. Следовательно, 
G =  Go, а в Go любые две точки М  и М ' можно соединить 
ломаной, целиком лежащей в G: для этого сначала М  соединим с 
Мо, а затем —  Мо с М '. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Любое открытое связное множество линейно 
связно.

§ 3. МНОЖЕСТВА ТОЧЕК П-МЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА 19*



198 ГЛ. 6 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

О п р е д е л е н и е  4. Открытое связное множество называется 
областью. Замыкание области называется замкнутой областью.

Отметим, что замкнутая область может быть линейно несвязным 
множеством.

П р и м е р  2. Пусть G  —  множество точек плоскости, координаты 
которых удовлетворяют неравенствам

л , 1 . 1  О <  х <  1, sin — <  у <  sin — h х.
х х

Очевидно, множество G  открыто и линейно связно. Его замы­
кание G  есть объединение множества

{ (х,  у) : 0 <  х <  1, sin — <  у <  sin — +  х }
X X

и отрезка [—1; 1] на оси Оу. Предположим, что точку ( xuy i )  G G  
можно соединить с некоторой точкой (0;уо) непрерывной кривой, 
которая лежит в G  и имеет представление х =  х($), у =  y(f), 
t е  [0; 1], причем х(0) =  0, у(0) =  уо- Тогда x (t) 4 + 0  и y(t) -4 уо 
при t —► +0. Однако из неравенств

следует, что y(t) не имеет предела при f —► +  0. Следовательно, 
наше предположение неверное.

3.6. Расстояние между множествами. Сначала определим рассто­
яние от точки до множества.

О п р е д е л е н и е  1. Д ля  любой точки А  и любого множества 
X  неотрицательное число, равное точной нижней грани расстоя­
ний \АМ\} где М  G X ,  называется расстоянием от точки А до 
множества X  и обозначается р(А\Х) .

Таким образом,
р ( А - Х ) =  Ых \АМ\.

Очевидно, если р ( А ; Х )  >  0, то А £ X  и, более того, А £ X ,  где 
X  — замыкание множества X.

Л е м м а  1. Если множество F  С R n замкнутое, то для любой 
точки А € R n существует точка Mo G F  такая, что р(А  \ F ) =  
=  \AMol

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если A  G F, то, очевидно, M q =  А. В 
общем случае, существует последовательность точек Mk G F  таких, 
что

p ( A ; F ) =  lim \АМк\.
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Так как числовая последовательность |ЛЛ/*|, jfc Е N, ограничена, 
то точки Mk лежат в некотором шаре с центром в точке Л, и 
поэтому последовательность {М * }  ограничена. Пусть {М *р}  —  ее 
сходящаяся подпоследовательность, и пусть М*р М$ при р —у оо. 
Тогда

p ( A ; F )  =  lim \АМкр\ =  \АМ01,р-4-00

причем Mo € F , так как F  замкнуто. Лемма 1 доказана.
С л е д с т в и е  1 . Для того чтобы точка принадлежала замкну­

тому множеству, необходимо и достаточно, чтобы расстояние 
от точки до множества равнялось нулю.

Заметим, что здесь условие замкнутости множества является 
существенным, так как, например, если множество G  открытое и 
A  Е dG , то, очевидно, А £ G, но р(А\ G) =  0.

О п р е д е л е н и е  2. Д ля  любых двух множеств X  и У  неотри­
цательное число, равное in f\АВ\, где А  Е X ,  В  Е Y , называется 
расстоянием между множествами X  u Y  и обозначается р (Х ;У ).

Л е м м а  2. Если множества F  и F* замкнуты и одно из них 
ограничено, то существуют точки Mo Е F  и M q Е F* такие, что 
p {F ,F ' )  =  \М0М(>\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множества F  и F ' пересекаются и 
А  Е F O F ', то, очевидно, Mo =  M q =  Л. В общем случае существуют 
две последовательности точек Mk Е F  и М *h Е F ' таких, что

p (F ;F 0 =  lim
К-400

Пусть, например, множество F  ограничено. Тогда последо­
вательность {М * }  ограничена, и поэтому у нее есть сходящаяся 
подпоследовательность {М *р}. Пусть М *р —► Мо при р оо. Тогда

||М0М^| -  <  |M0M fcp| -► О

при р оо, и поэтому

p{F\ F ')  =  lim |М 0М'к |.
р-fOO ^

Отсюда следует, что последовательность {Л / ^ } ограничена и у нее 
есть сходящаяся подпоследовательность. Пусть M q —  предел этой 
подпоследовательности. Тогда p (F ;F ')  =  |AfoAfol» причем M q £ F  н 
M q Е F ', так как множества F  и F ' замкнутые. Лемма 2 доказана.

С л е д с т в и е  2. Если два замкнутых множества не пересека­
ются и одно из них ограничено, то расстояние между ними больше 
нуля.

Заметим, что здесь условие ограниченности одного из замкнутых 
множеств является существенным. Например, если F\ и F2 —  
графики функций у =  х “ * и у =  х “ 2, х >  2, то, очевидно, Fi и F2 
замкнуты и не пересекаются, однако p (F r,F 2) = 0.
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§ 4. Непрерывные функщга и отображения
4.1. Свойства функцкй и отображений, непрерывных в точке. В

случае многих переменных определения непрерывности функции в 
точке и на множестве точно такие же, как и для функций одной 
переменной.

О п р е д е л е н и е  1. Функция у =  / (М ), М  Е G, называется 
непрерывной в точке Мо Е G, если выполняется условие

Ve >  0 3 J >  0 : V M  e O 6( M 0)C\G f { M ) e O e{y0), (1)

где уо =  / (М 0).
Очевидно, если Мо —  предельная точка множества G, то / (М ) 

непрерывна в точке Мо тогда и только тогда, когда

А если функция / (М ) определена в некоторой окрестности точки 
М 0) т.е. точка Мо является внутренней точкой множества D/, то 
условие ( 1) можно заменить условием

Ve >  0 36 > 0 :  У М е О Д М 0) / ( М ) Е О Ду о ) .

Для функций многих переменных справедливы теоремы о не­
прерывности суммы, разности, произведения непрерывных функций. 
Их формулировки и доказательства по существу те же самые, что 
и для функций одной переменной. Предлагается в качестве упраж­
нения сформулировать и доказать эти теоремы.

Чтобы сформулировать теорему о непрерывности сложной функ­
ции, дадим определение непрерывности отображения.

О п р е д е л е н и е  2. Отображение Р  =  f { M )  действующее из 
множества G C ® ” в пространство Rm, называется непрерывным в 
точке M q Е G, если выполняется-условие

Ve >  0 3 * > 0 :  V M  e O s{M Q) n G  f { M ) e O e{P0),

где Ро =  / (М 0).
Пусть точка Р  =  / (М ) имеет координаты у7* =  /ДМ ), j  =  

=  1 , 2 Тогда,  очевидно, отображение / непрерывно в точке 
М 0 тогда и только тогда, когда функции yj =  f j [ M )  непрерывны 
в точке Мо.

Если отображение / непрерывно в каждой точке множества G, 
то оно называется непрерывным на множестве G.

Теперь сформулируем и докажем теорему о непрерывности ком­
позиции непрерывных отображений, которая является естественным 
обобщением теоремы о непрерывности сложной функции.

Пусть заданы отображения у =  f ( x )  и х =  <p(t), где х Е Rn, 
у Е Rm и t Е R fe, и пусть D/ и —  области определения этих 
отображений.
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Т е о р е м а .  Если отображение х =  <p(t) непрерывно в точке 
tof а отображение у =  f ( x )  непрерывно в точке ®о =  ^(to), то 
отображение у =  f(<p{t)) непрерывно в точке to.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем некоторое е >  0. Тогда, в силу 
непрерывности отображения / в точке ®0,

3 J > 0 :  4 x € O 6(x0) n D f  / ( * )G O e(y0), (2)

где уо =  /(®о)- Далее, в силу непрерывности отображения (р в 
точке to,

3*7 >  0 : V t e O ^ C i D y  <p(t)eOs(xо). (3)

Через G обозначим множество, где определено отображение 
У =  / М О ) *  Очевидно, t0 G G и G С D<p, Тогда из условий (2) и
(3) следует, что

Vt G Oi,(to) O G  /МО) ̂  Ос(уо).

Теорема доказана.
Вместо точечного отображения Р  =  / (М ), действующего из Rn 

в Rm, можно рассматривать соответствующую векторную функцию 
у  =  f (x ) ,  где х  G Rn, у  G Rm. Д ля  векторных функций справед­
лива теорема о непрерывности линейной комбинации непрерывных 
функций. (Сформулировать и доказать в качестве упражнения.)

i ' 4.2. Свойства функций и отображений, непрерывных на ограни­
ченных замкнутых множествах. Как и для числовых функций, для 
отображений, действующих из Мп в Мт , справедлива следующая 
теорема.

Т е о р е м а .  Если отображение /, действующее из Rn в Rm, 
непрерывно на ограниченном замкнутом множестве G , то мно­
жество f ( G )  тоже ограниченное и замкнутое.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Pd —  предельная точка множества 
/(G). Тогда, согласно определению предельной точки, существует 
последовательность {Р * }  такая, что Р* G /(G ), Рк Ф Ро V к и 
Рк Ро при к -+  оо. Пусть Рк =  f ( M k ), Мк G G.

Так как множество G ограничено, то последовательность {М к}  
тоже ограничена, и поэтому у нее существует сходящаяся подпо­
следовательность [М к р]  Пусть эта подпоследовательность сходится 
к точке Мо- Очевидно, точка Мо является предельной точкой 
множества G, а так как множество G замкнутое, то Мо G G.

Из непрерывности отображения / в точке Мо следует, что

Д т  О Д ) =  /(Мо) =  Ро,

и поэтому Ро G /(G ). Следовательно, множество /(G ) содержит 
любую свою предельную точку, т.е. оно замкнутое. Кроме того,
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любая его предельная точка Pq является образом некоторой точки 
Mo € G, и поэтому является конечной. Отсюда следует, что 
множество /(G ) ограниченное. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если функция у =  / (М ), М  G G, непрерывна 
на ограниченном замкнутом множестве С  С R 1, то множество 
f {G )  С R 1 тоже ограниченное и замкнутое. В частности, среди 
элементов множества / (G ) есть как наибольшее, так и наимень­
шее.

Как известно, ограниченное замкнутое множество точек про­
странства Rn является компактом. В этих терминах доказанную 
теорему можно сформулировать так:

При непрерывном отображении образом компакта является 
компакт.

4.3. Свойства функций и отображений, непрерывных на ли­
нейно связных множествах. В этом пункте обобщим теорему о 
промежуточных значениях непрерывной функции на случай многих 
переменных.

Т е о р е м а  1. Если функция у =  / (М ) М  Е G, непрерывна на 
линейно связном множестве G  С Rn и принимает на G  значения 
а и Ь, а < Ь , то она на G  принимает и любое значение с Е (а; Ь).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а =  / (Л ), 6 =  f ( B ) ,  А  £ G, В  € G. 
Соединим точки А  и В  непрерывной кривой А'уВ С G. Пусть эта 
кривая имеет представление

х =  х(<), *€ [а;Д ], (1)

причем х(а) и х(/?) —  радиус-векторы точек А  и В.
Из теоремы о непрерывности сложной функции следует, что 

функция у =  /(x(t)) непрерывна на отрезке [а;/?]. Кроме того,

/(х(а)) =  а, /(х((/?))=6.

Тогда из теоремы о промежуточных значениях числовой функции 
одной переменной следует, что эта функция на отрезке [а;/?] при­
нимает любое значение с € (а; 6). А так как она является сужением 
данной функции, то теорема 1 доказана.

Теперь сформулируем и докажем аналогичную теорему для 
непрерывных отображений.

Т е о р е м а  2. Если отображение /, действующее из Rn в Rm, 
непрерывно на линейно связном множестве G, то множество /(G ) 
тоже линейно связное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р  =  / (Л ), Q =  f (B ) ,  A  G G, B e G .  
Соединим точки Л  и В непрерывной кривой Л 7В С G. Пусть эта 
кривая имеет представление ( 1).

Очевидно, f { x ( t ) )  е  / (G ) Vt G [аг,Р\ и / (х (а )) =  Р , /(х(/?)) =  Q.
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Из теоремы о непрерывности композиции непрерывных отобра­
жений следует, что векторная функция у  =  / (х (*)) непрерывна на 
отрезке [а;/?]. Она задает непрерывную кривую, которая лежит в 
f ( G )  и соединяет точки Р  и Q, Следовательно, множество f ( G )  
линейно связное. Теорема 2 доказана.

Таким образом, при непрерывном отображении образом линейно 
связного множества является линейно связное множество.

В следующем пункте будет доказано аналогичное утверждение 
для связных множеств.

4.4. Свойства отображений, непрерывных на открытых множе­
ствах. Пусть / — некоторое отображение множества G  п-мерного 
пространства Rn в т-мерное пространство Rm. Тогда для любого 
множества В С Rm множество всех х Е G  таких, что f ( x )  Е В, 
называется прообразом или полным прообразом множества В  и 
обозначается f ~ l (B).  Таким образом,

Г 1(В )  =  { х € 0 :  f ( x )  € В}.

В частности, если B D f ( G )  = 0 ,  то /” 1(В ) = 0 .
Т е о р е м а  1. Отображение f  открытого множества G про­

странства Rn *e пространство Rm непрерывно на G  тогда и только 
тогда, когда прообраз любого открытого множества является от­
крытым множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отображение у =  f ( x )  определено и 
непрерывно на открытом множестве G. Покажем, что прообраз 
любого открытого множества U С Rm есть открытое множество.

Если множество f ~ l (U )  пустое, то утверждение очевидное. 
Пусть это множество непустое, и пусть x<j € Тогда
уо =  f ( x о) Е £/ и, кроме того,

Эе >  0 : О*(уо) С U, (1)

так как множество U открытое. А в силу непрерывности отобра­
жения / в точке хо,

3 J > 0 :  / (0 * (x 0))C O e (y o ). (2)

Из утверждений (1) и (2) следует, что

3 J > 0 :  0 * Ы  С Г Ч а Ы )  с  г 1 (СО,

т.е. точка хо является внутренней для f ~ l {U). Следовательно, 
множество /-1 ({7) открытое.

Пусть теперь отображение / такое, что полный прообраз f ~ l {U)  
любого открытого множества U  является открытым множеством. 
Покажем, ^то оно непрерывно в любой точке хо Е G .
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Пусть уо =  /(хо). Тогда для любого е >  0 множество f ~ l (Oe(yo)) 
открытое, Хо Е / * 1(Ое(зЛ))), и поэтому

3 J > 0 :  О б { х о ) с Г 1{0' {уо) ) .
Следовательно,

Ve >  О 3 J >  0 : f {O s {x0) ) c O t (yo),
т.е. отображение / непрерывно в точке хо. Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Пусть отображение у =  / (х) непрерывно на от­
крытом множестве G. Тогда, если множество X  С G связно, т о  
множество f ( X )  тоже связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что множество / (X ) несвяз­
ное. Тогда существуют непересекающиеся открытые множества Gi 
и G2 такие, что

/ (X )C G !U G 2, / (Х )ПС,#0 ,  j =  1,2.
По теореме 1 множества f ~ l {Gj ) ,  j  =  1,2, открытые. Кроме того, 
легко видеть, что они не пересекаются, их объединение содержит X  
и каждое из них пересекается с X.  А  это означает, что множество 
X  несвязное, и поэтому наше предположение неверное. Теорема 2 
доказана.

4.5. Равномерно непрерывные функщш и отображения. Напо­
мним, что функция / (М ), М  Е G, называется непрерывной на 
множестве G, если она непрерывна в каждой его точке, т.е. если 
выполняется условие:
VMo € Ve >  О 3 6 > 0 : 4 M € G ,  \М М 0\<6 : \ f (M )  -  f { M 0)\<e. (1) 

Заметим, что здесь S зависит как от с, так и от M q .
О п р е д е л е н и е  1. Функция f ( M ) } М  Е G, называется рав­

номерно непрерывной на множестве G, если для любого е >  О 
существует 5 >  0 такое, что для любых двух точек М  и М ; из G, 
удовлетворяющих условию | М Л ,  справедливо неравенство

| / (А 0 -/ (А # ')1 < *-
Условие равномерной непрерывности функции / на множестве 

G в логических символах выглядит следующим образом:
Ve >  0 36 >  0 : VM , М 9 Е G, |ММ;| <  J : |/(М) -  / (A f')| <  е. (2)

Заметим, что здесь S зависит только от е.
Очевидно, если выполнено условие (2), то и выполнено условие 

(1), т.е. если функция равномерно непрерывна на некотором мно­
жестве, то она непрерывна в любой точке этого множества. Как 
показывают примеры, обратное утверждение является неверным.

О п р е д е л е н и е  2. Д ля  любой функции / (М ), М  Е G, величина

* / ( * ) =  sup | / (М )-/ (М ')|
\ММ‘\<6

где М  Е G и М ' Е G, называется модулем непрерывности функции 
f  на множестве G.
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Из определения следует, что модуль непрерывности любой функ­
ции —  это функция, которая определена для любого 8 >  0, может 
принимать лишь неотрицательные значения и значение +оо и, 
очевидно, является монотонно возрастающей.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы функция / (М ), М  Е G, была рав­
номерно непрерывной на множестве G , необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие

lim w/(J) =  0. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция f { M )  равномерно непре­
рывна на множестве G. Тогда, согласно условию (2),

Ve>0  3 i , >0:  |/(М) -  /(М')| < |

для любых М  и М*  из G, удовлетворяющих условию |MAf'| <  г). 
Отсюда следует, что

Таким образом доказано, что из условия (2) следует условие (3), т.е. 
условие (3) является необходимым для равномерной непрерывности 
функции / на- множестве G.

Достаточность условия (3) следует из того, что если \ММ'\ <  J, то

| / (М )-/ (М ')|  < « , ( * ) .

Теорема 1 доказана.
П р и м е р  1. Функция f ( x )  =  sinx равномерно непрерывна на №. 

Действительно, по теореме Лагранжа о среднем, для любых х\ и 
а?2 существует лежащее между х\ и ®2, такое, что

f ( x 2) -  f ( x |) =  Z '(0(*2  -  Xl).

Отсюда следует, что
u > / ( J ) <  S 48 > О,

и поэтому u>f(8) -+ 0 при 8 -+ 0. По теореме 1 функция f { x )  =  sin® 
равномерно непрерывна на №.

П р и м е р  2. Функция f ( x )  =  sin(l/x) не является равномерно 
непрерывной на интервале (0; 1).

Это утверждение .следует из того, что

uf{8) = 2 48 > 0 .



206 ГЛ. 6 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

П р и м е р  3. Рассмотрим функцию /(ж) =  ж® при разных а и 
на разных промежутках Д  С (0;+оо).

1. Функция /(ж) =  ж* при любом а равномерно непрерывна 
на любом отрезке [а; 6], у которого а >  0.

Действительно, из теоремы Лагранжа о среднем следует, что

wf { 6 ) < C 6  V J >  О,

где С  — la la*” 1, если а <  1, и С  =  а б * "1, если а >  1.
2. Бели 0 <  а <  1, то функция /(ж) =  ж® равномерно непре­

рывна на (0 ;+оо).
Д ля  доказательства заметим, что разность (ж 4- i)®  — ж®, как 

функция от ж, при рассматриваемых а монотонно убывает. Следо­
вательно,

u f ( 6 ) = 6 *  V J >  0.

3. При любом a <  0 функция /(ж) =  ж* на любом интер­
вале вида (а ;+оо ), где а >  0, равномерно непрерывна, 
а на любом интервале вида (0; а) не будет равномерно 
непрерывной.

Действительно, на интервале (а ;+оо )

ш/(6) <  |а|ал “ М VJ >  0,

а на интервале (0;а)

и)f(5) =  +оо V J > 0.

4. При любом а >  1 функция /(ж) =  ж® на любом конеч­
ном интервале (0; а) равномерно непрерывна, а на любом 
бесконечном интервале (а; +оо) не будет равномерно непре­
рывной.

Это следует из того, что на конечном интервале (0; а) 

ч > / {6 )< а а *-16 VJ> 0, 

а на бесконечном интервале (а ;+оо )

а//(£) >  (ж +  J)® — ж* >  а ха~18 Vж >  а, 

и поэтому w/(J) =  +оо >  0.
Т е о р е м а  2. Если функция / (М ) определена и непрерывна на 

ограниченном замкнутом множестве G C ® n, то она равномерно 
непрерывна на G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказывать будем методом от противного. 
Предположим, что функция / (М ) не является равномерно не­

прерывной на G. Тогда

3 е0 >  0 : V J > 0  3 M , M ' g G :  \ММ'\ <  i, |/(М) -  / (A f')I >  е0.
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Через Мк и М к обозначим точки из этого условия, которые со­
ответствуют S =  1/к, т.е. Мк и М* принадлежат множеству G и 
такие, что

M K j .  l/(Affc) - / (M O I > e o .  (4)

Так как множество G ограничено, то последовательность {Мк}  
ограничена, и поэтому у нее есть сходящаяся подпоследовательность 
{ М кр}. Пусть

lim M t  =  Мо.
р~¥оо Кр

Отсюда и из условия \МкМ'к\ <  1 /к следует, что

lim ML =  Mo.
p-ь  оо р

А так как множество G  замкнуто, то Mo € G.
Функция / (М ) непрерывна в точке Мо, поэтому

Iт ы , )  -  П М 'кг)I <  |ДМ *,) -  ДМо)| +  |/(А/о) -  f(M>kp) I -+ О

при р —► оо, что противоречит условию (4), которое следует из на­
шего предположения. Следовательно, это предположение неверное. 
Теорема 2 доказана.

Эту теорему иногда называют теоремой Кантора о равномерной 
непрерывности. Кратко ее формулируют так:

Функция, непрерывная на компакте, равномерно непрерывна. 
Как следует из рассмотренных примеров, все условия теоремы 2 

существенны.
С л е д с т в и е .  Если функция непрерывна на некотором отрезке, 

то она равномерно непрерывна на этом отрезке.
В конце заметим, что для отображений, как и для функций, 

определяются равномерная непрерывность и модуль непрерывности 
и доказываются теоремы, аналогичные теоремам 1 и 2.

Отображение / : G  —> Rm называется равномерно непрерывным 
на множестве G, если

Ve >  О 3 J >  0 : V М , М ' G G, |ММ'| <  6 : |/(М )/(М ')| <  е.

Величина
« ; ( * ) =  8UP \ f ( M ) f ( M %

\ММ‘\<6

где М  6 G и М ' 6 G, называется модулем непрерывности отобра­
жения f  на множестве G.

Т е о р е м а  3. Отображение / (М ), М  6 G, равномерно непре­
рывно на множестве G тогда и только тогда, когда

lim u)f(S) =  
*-►+0 /v '

0.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре­
мы 1.
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Т е о р е м а  4. Если отображение f  непрерывно на некотором 
компакте G, то оно равномерно непрерывно на G.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из непрерывности отображения / на мно­
жестве G  следует, что для любого е >  0 выполняется условие

VMa G G  3*а >0:  VM € Osa( M a) C\G \ f { M ) f { M a)\<  е.

Совокупность всех открытых множеств 0$в/2Щ 0,) является по­
крытием компакта G. Выберем из этой совокупности конечное 
покрытие:

0*i/2(Mi)i • • •»0*^/2(Afjsr).

Пусть S =  min{Ji , . . . ,  6n }. Тогда для любых точек М  и М ' из 
G  таких, что \ М 'М | <  8/2, выполняется условие

3 i :  M e O Si/2( M i ) } м 'е о , , (м < ) ,

и поэтому

|/(М)/(М ')| < \ f (M )f (M i )\  +  |/(М0/(М')| <  2е.

Таким образом, для любого е >  0 можно указать такое 8 >  0, что 
для любых точек М  и М 9 из G  таких, что \М*М\ <  8/2, справедливо 
неравенство \f (M )f (M*)\  <  2е. Очевидно, отсюда следует, что 
отображение / равномерно непрерывно на G. Теорема 4 доказана.

Доказательство теоремы 4 существенно отличается от доказа­
тельства теоремы 2. Оно примечательно тем, что справедливо для 
любых отображений, непрерывных на компактах.

§ 5. Дифферешщруемые функщт и их свойства
5.1. Определения. Д ля большей наглядности и простоты сначала 

рассмотрим функции двух переменных.
Пусть функция * =  / (х ,у ) определена в некоторой окрестности 

точки (я0,уо), и пУсть Дх =  х —хо, Д у = у  —Уо- Тогда разность

ДZ =  /(хо +  Дх, уо +  Ду) -  /(аг0, уо)
называется полным приращением функции f  в точке (хо,уо)-

О п р е д е л е н и е  1. Функция * =  / (х ,у ) называется дифференци­
руемой в точке (хо,уо), если она определена в некоторой окрест­
ности этой точки и если существуют постоянные А и В такие, 
что

А г  =  А А х  +  В А у  +  7 (х, у)р, (1)

где р =  \/(Да:)2 +  (Д у )2 и у(х, у) -*• 0 при р - ь  0.
Обычно условие (1) записывают короче:

A z =  А А х  +  В А у  +  о{р) при р -¥  0.
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Заметим, что условие (1) эквивалентно условию 

А г  =  А А х  +  В А у  +  а (х , у) А х  +  /?(х, у)Ду, (2)
где а(х,  у) -► 0 и 0{х, у) О при р - *  0.

Действительно, из условия (1) следует условие (2), в котором

А х  А у
а  =  7— , /3 =  7— ,

Р Р

так как 7р =  а А х  +  0Ау, |а| <  |-у|, Щ  <  |-у|.
С другой стороны, из условия (2) следует условие (1), в котором

■ =  а ^  +  А  м < н т

Т е о р е м а  1. Если функция z =  / (я ,у ) дифференцируема в 
точке (яо,Уо)> то 6 этой точке она непрерывна и имеет частные 
производные /' и / '.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение является очевидным. 
Для доказательства существования /£(хо,Уо) в условии (2) положим 
у =  уо. В результате получим равенство

Д xz =  А А х  +  а (х , уо) Д ор,

где Д xz =  / (х ,у0) -  /(яо,Уо) и а(х,уо) -+  0 при х х0. Следова­
тельно, частная производная /£(хо,уо) существует и равна А .

Аналогично, положив х =  хо, получим /у(хо,Уо) =  В . Теорема 1 
доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Бели функция z =  / (x ,y ) дифференцируема 
в точке (хо,уо), то линейная функция

?Л Х о. Уо) А х  +  / '(х0, Уо)Ду (3)

от переменных Дх и А у  называется полным дифференциалом или 
просто дифференциалом функции f  в точке (хо,уо) и обозначается 
d/(xo,yo) или dz. В этом случае переменные Дх и Ау  называются 
дифференциалами независимых переменных х и у и обозначаются 
dx и dy.

Таким образом,
dz =  /' dx +  fy dy, (4)

A z =  dz +  o(p) при p -+  0. (5)

Заметим, что в формулах (1) и (2) Дх и Ау  такие, что точка 
(хо +  Дх,уо +  Ду) принадлежит области определения функции /, а 
линейная функция (3) определена для любых (Дх ,Ду )  £ R2.

Из формул (4) и (5) следует, что дифференциал функции ра­
вен главной линейной части приращения функции (относительно
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приращения независимых переменных). Иногда это свойство диф­
ференциала берется в качестве его определения.

Д ля функций одной переменной дифференцируемость равно­
сильна существованию конечной производной в рассматриваемой 
точке. В случае двух переменных существование частных произ­
водных не является достаточным даже для непрерывности функции. 
Например, функция

/ (х ,у ) =8gnxy

разрывна в точке (0; 0), однако в этой точке она имеет обе частные 
производные /' и / ', равные нулю.

Т е о р е м а  2. Если функция Дх , у )  имеет частные производные 
/' и /' в некоторой окрестности точки (хо,уо) и эти производные 
непрерывны в точке (хо,уо)> функция / (х ,у ) дифференцируема 
в точке (хо,уо).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через Ое обозначим ^-окрестность точки 
(х0,уо), в которой существуют производные /' и / '. Тогда, если 
(х , у) е Ос, то (х0,у) 6 Ос и

/(яг,у) — /(его,Уо) =  (Л®,у) - / ( * о , у ) )  +  (/(*о,у) - / ( х 0,Уо)),
причем к разностям в скобках можно применить теорему Лагранжа 
о среднем:

/ (*. у) -  /(*о, у) =  /£(£,у )А х ,

/ (* о ,у )^  /(*о,Уо) =  f'y(x 0,ч)Ду,

где £ лежит между х и x<j, a ij —  между у и уо. А так как f x и 
/' непрерывны в точке (х0,уо), то

/£(£.у) =  f x ix о.уь) +<*, f'y(x о,»,) =  /у(хо.Уо) +  /?,

где а 0 и 0 -¥  0 при р =  \/ Д х2 +  А  у2 -+ 0.
Таким образом,

/(*» у) -  /(*о, Уо) =  /i(xо, уо)Дх + / '(х0, Уо)Ду +  аД* +  /?Ду.
где а 0 и /? —► 0 при р - *  0. Теорема 2 доказана.

Все определения и утверждения этого пункта переносятся и на 
общий случай.

Пусть функция z =  / (х ) определена в некоторой окрестности 
точки хо, и пусть Д х =  х  — хо и

Д Z =  /(хо +  Д х ) -  /(хо).

Тогда функция / (х ) называется дифференцируемой в точке Хо, 
если существуют постоянные A\t Аг,---, Ап такие, что

п

Дг =  53 ̂ Д *< +  “ (Х)1|ДХИ>
i = l

где а (х ) 0 при ||Дх|| -> 0.
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Доказывается, что в этом случае Д* =  /*,(хо), т.е.

при ||Дх|| 0.
Если функция г  =  / (х ) дифференцируема в точке хо, то ли­

нейная функция

от переменных Дхх, . . . ,  Д хп называется дифференциалом функ­
ции / в точке хо и обозначается dz или cf/(xo), а переменные 
Д х 1, . . . , Д х п —  дифференциалами независимых переменных и обо­
значаются dx 1, . . . ,  dxn.

Таким образом,

Т е о р е м а  2;. Если функция / (х ) имеет частные производные 
df/dxi, i =  1, . . . ,п,  в некоторой окрестности точки хо и эти 
производные непрерывны в точке Хо, то функция / (х ) дифферен­
цируема в точке Хо.

Из определения 1 следует, что дифференцируемость функции 
определена только во внутренних точках ее области определения.

О п р е д е л е н и е  3. Функция / называется дифференцируемой на 
множестве С  С й / ,  если она дифференцируема в каждой точке 
этого множества.

Очевидно, что в этом случае каждая точка множества G  должна 
быть внутренней для множества D/. Следовательно, чтобы функция 
/ была дифференцируема на множестве G  =  £>/, необходимо, чтобы 
множество G  было открытое.

О п р е д е л е н и е  4. Функция /, определенная на открытом мно­
жестве G, называется непрерывно дифференцируемой на G, если 
она на G  имеет непрерывные частные производные.

Из теоремы 2 (соответственно, 2;) следует, что если функция 
непрерывно дифференцируема на некотором открытом множестве, 
то она и дифференцируема на этом множестве.

5.2. Дифференцирование сложной функции. Сначала рассмотрим 
простейший случай, когда функция имеет вид z =  f ( < p ( t ) ^ { t ) ) t где 
/(я, у) —  функция двух переменных, a (p(t) и —  функции
одного переменного f.

Д * =  dz +  о(||Дх|| -*  0 при ||Дх|| 0.
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Т е о р е м а  1. Если функции y?(t) к ip(t) дифференцируемы в 
точке to, а функция / (х ,у ) дифференцируема в точке (хо,уо), где 
хо =  <p(to), Уо =  ip(tо), то сложная функция g(t )  =  f(<p{t), ^ (0 ) 
дифференцируема в точке to и

у '(*о) =  f'x( * 0, yo)<p'(to) +  fy (xо, Уо)Ф'Цо). (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из дифференцируемости функций <p(t) и 
il>(t) в точке <о-, а функции / (х ,у ) в точке (х0,Уо) следует, что слож­
ная функция g(t)  =  f{<p{t), i>{t)) определена в некоторой окрестности 
Os(to) точки t0. Кроме того, если (х,у)  Е D/, то

/(*>У) ~  Я *о,Уо) =
=  Ж * 0, Уо)Д* +  /у (®о, Уо)Ду +  ог(®, у )А х  +  р[х,  у) Ду, (2)

где А х  =  х -  х0, Ду =  у -  уо и а ->  0, 0  -+ 0 при (®,у) -¥  (®0> Уо)- 
Доопределим функции а и 0 в точке Qfo.yo) по непрерывности, 

положив а(®о,уо) =  /?(®о>Уо) =  0, и подставим в равенство (2) 
вместо х и у значения <p(t) и г (̂<), < € Oc(to)- В результате 
получим равенство

У(0 “ У(*о) =  Ж *о ,У о )Д р  +  /£(*о,Уо)Д^+

+ « И < ) ) .  +  P(<p{t)), Ф (!))Аф ,

где А<р =  <p(t) — р(<о). Аф =  — Ф{1 о)- Отсюда следует, что

lim ^ =  Д(*о,Уо)¥>'(*о) +  /у(хо,Уо)Ф'Цо)- 
►to t — to

Теорема 1 доказана.
Формулу (1) коротко записывают так:

=  5 / dx  0 / dy

dt дх dt ду dt *

Рассмотрим пример, показывающий, что все условия теоремы 1 
существенные.

Пр им е р .  Функция / (х ,у ) =  у/\ху\ в точке (0,0) имеет частные 
производные /£(0,0) =  /£(0,0) =  0, однако сложная функция g( t)  =  
=  f ( t , t )  =  |t| в точке t =  0 не имеет производной. Это происходит 
из-за того, что функция / (х ,у ) не дифференцируема в точке (0,0).

Теперь сформулируем и докажем теорему о дифференцируемо­
сти сложной функции в общем виде.
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Т е о р е м а  2. Если функции t =  l , . . . , n ,  дифференцируем
мы в точке to Е ffim, и функция f ( x )  дифференцируема в точке 
Хо =  V>(t0), то сложная функция ^(t) =  / (^ (t))  дифференцируема в  
точке to и в этой точке

дд __ d f  dxj 
dtj dxi dtj

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из дифференцируемости функции / (х ) в 
точке хо следует, что

/(х ) -  / (х0) =  ^ (/ ; . ( х о )  +  а,(х))Дх,-, (4)
1 =  1

где о ,(х ) 0 при х  х 0.
Доопределим функции а ,(х ) в точке хо, положив а,-(хо) =  О, 

и подставим в равенство (4) х  =  ^ (t ) .  В результате получим 
равенство

п
$00 -  0(‘ о) =  X 3 (/ i,(xо) +  a,(v>(t))Ay»,

1 =  1

где Д <pi =  ^ i ( t )—^i(to ). А  так как функции y>»(t) дифференцируемы 
в точке to, то

Д <pi = A  t j,

где 0i j (t ) —► 0 при t —» to- Следовательно,

+53 У̂̂  ĝ "Q»(̂ (̂ ))+УЗ +УЗа»(̂ (*))/%у(*)̂  a  tj,

и поэтому функция g ( t )  дифференцируема в точке to,

* - s ( s £ f c b
*!Vi

и, в частности, справедлива формула (3). Теорема 2 доказана.
Из формулы (3) следует свойство инвариантности формы пол­

ного дифференциала. А  именно, если я*, t =  1,2, . . . ,п  —  независи­
мые переменные, то

„  A  d f  л
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где dxi —  дифференциалы независимых переменных х,\ Бели же 
*< =  то

ы\ дх* *=1
(6)

где dxi —  дифференциалы функций х,- =  p ,(t). Хотя в (5) и (6) 
dxi имеют разный смысл, но форма дифференциала одна и та же.

5.3. Касательная плоскость к поверхности и геометрический 
смысл полного д и ф ф ер ен ц и ала . Сначала напомним определение 
касательной к' графику функции.

Пусть кривая 7 является графиком непрерывной функции у =  
= /(я), и пусть Mo G 7 . Тогда, как известно, касательная к кривой 
7 в точке Мо определялась как предельное положение секущей 
МоМ, М  G 7 , когда М  —> M q. Это определение равносильно 
следующему:

Прямая / называется касательной к кривой 7 в точке Мо € 7 , 
если р(М\1) =  о(|ММо|) при М  —► Мо, М  G 7, т.е.

lim
Р(М;/)

м->Мо |ММо|
=  0,

где р(М\1) —  расстояние, от точки М  до прямой /.
Равносильность этих определений предлагаем доказать самосто­

ятельно, в качестве упражнения.
По аналогии с данным выше определением касательной к гра­

фику функции у =  / (х ) дадим определение касательной плоскости 
к графику функции z — / (х ,у ).

Пусть функция /(х, у) определена и непрерывна в некоторой 
окрестности точки (хо,уо), и пусть 5  —  поверхность, заданная 
уравнением z =  / (х ,у ), т.е. S  —  график функции /, а Мо —  точка 
с координатами хо, уо и *0 =  /(хо,Уо)-

О п р е д е л е н и е .  Плоскость р называется касательной плоско­
стью к поверхности S  в точке Мо G 5, если р (М ;р ) =  о(|ММо|) 
при М  -► Мо, М  G 5, т.е.

И т
м -*м 0 |ММо|

=  0, М  € S, (1)

где р (М ;р ) —  расстояние от точки М  до плоскости р.
Т е о р е м а .  График функции z =  / (х ,у ), определенной в неко­

торой окрестности тонки (xo,yo)i имеет наклонную касательную 
плоскость в точке Мо тогда и только тогда, когда функция / (х ,у ) 
дифференцируема в точке (хо,Уо)- В этом случае касательная 
плоскость имеет уравнение

г  =  /(хо, уо) +  f U x0. Уо)(х -  ®о) +  /у(хо, Уо)(у -  Уо)- (2)



$ 5. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ СВОЙСТВА 215

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (1) следует, что касательная 
плоскость р к поверхности S  в точке Мо обязательно проходит 
через точку Мо, а так как она наклонная, то она имеет уравнение

Z  =  Z 0  +  А (х  -  х 0)  +  В (у  -  уо), (3);

где А  и В  —  некоторые числа. Вычислим расстояние от точки. 
М  6 S с координатами ®,у и z =  /(®,у) до этой плоскости р:

р (М ;р ) =  1 | Д *  -  А А х  -  ВАу\, (4)

где N  =  >/1 +  Л 2 +  В 2, А х  =  х -  х$, А у  =  у -  у0, A z  =  /(х, у ) -  
-/ (*о ,уо ).

Если функция / дифференцируема в точке (хо,Уо), то

A z  -  / ' (хо, !Л))Д® -  f'y(xo,yo)Ay =  у(х, у)р,

где р =  \JА х 2 +  А у2 и 7  -> 0 при р -ь  0. Тогда для плоскости р, 
заданной уравнением (2), имеем:

р(М ;р)  |7|р ^  W  _ ^ п

\М М 0\ N s / p 2 +  Д х 2 -  ЛГ

при М  -> Afo, М  € 5, так как р <  \MMo\- Следовательно, эта 
плоскость является касательной к поверхности 5  в точке Мо.

Докажем теперь обратное утверждение, а именно, докажем, что 
если поверхность 5  в точке Мо имеет касательную плоскость вида
(3), то функция f ( x , y )  дифференцируема в точке (х0,уо).

Из условия ( 1) следует, что существует 6 >  0 такое, что для 
любой точки М  € 0 ((М о )  П 5

й (М ,р )  1
\ММо\ 2N

или, учитывая формулу (4),

|Дх — А А х  — ВДу| <  i у / А х2 +  A y 2 +  A z 3.

Тогда

|Д *1 -  И 1 • |Д *1 -  \В\ • |Д у| <  \{р  +  |Д *|),

1|Дх| <  р х / л ч Г в з  +  1 р ,  |Дх| <  Ср,

где С  =  1 +  2\Л42 +  В^. Отсюда следует, что в окрестности точки 
Мо |ММо| <  у/1 +  С 4р> и поэтому

\Az -  А А х  -  ВАу] _  \ММо\ р(Л/;р)
‘ р ' |ММ0|Р
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при р —► 0. Следовательно, функция / (х ,у ) в точке (х0,уо) диффе­
ренцируема, и в этой точке /' =  Л, /' =  В. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы, в частности, следует, что график урав­
нения г =  / (х ,у ) в любой точке Мо может иметь только одну 
наклонную касательную плоскость, заданную уравнением (2). Из 
уравнения (2) видно, что полный дифференциал функции /(яг, у) в 
точке (хо,уо) равен приращению аппликаты плоскости, касатель­
ной к графику этой функции в точке M q. В этом и состоит 
геометрический смысл полного дифференциала.

5.4. Частные производные высших пордщсов. Пусть функция 
/ (х ,у ), (х,у)  G G, имеет частные производные / '(х ,у ) и / '(х ,у ). 
Эти производные называются производными первого порядка.

Частные производные от производных первого порядка называ­
ются производными второго порядка от функции / и обозначаются

а2/ а2/ а2/ а2/
дх* '  дхд у * ду д х ’ ду2

или / 'х, /'у, /у*, /уу. И вообще, частная производная от частной 
производной (п — 1)-го порядка называется частной производной 
п-го порядка от рассматриваемой функции. Кроме того, будем 
считать, что производная нулевого порядка —  это сама функция.

Производные /"у и f yx называются смешанными.

П р и м ер .  Рассмотрим функцию / (х ,у ), определенную равен­
ствами: /(0,0) =  0 и

Я*, у) *у(»2-у 2)
* 2 +  у2 ’

(* .у )  #  (0,0).

Д ля  нее / '(0 ,у ) =  —у для любого у и f y[x , 0) =  х для любого х. 
Следовательно,

f * %,(0,0) =  -1 , /^ (0 ,0 ) =  1,

т.е. у этой функции смешанные производные f xy и f'y'x в точке 
(0,0) существуют, но

Л у (0 ,0 )# / "в(0,0).

Укажем достаточное условие равенства смешанных производных 
второго порядка.

Т е о р е м а .  Если функция / (х ,у ) в некоторой окрестности точ­
ки (хо,Уо) имеет частные производные f xy и f yx и эти производные 
непрерывны в точке (x<j,yo), я*о

/ху(хо,Уо) =  /уг(*о,Уо). (1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция /(х ,у) определена в J-ok- 
рестности Об{Мо)  точки M q  с  координатами хо, уо* Тогда, если 
точка (х,у)  принадлежит Ол(Мо), то, очевидно, точки fxo,y) и 
(х ,у0) тоже принадлежат 0*(М о), и, более того, в Os(M q)  лежит 
весь замкнутый прямоугольник с вершинами в этих точках.

Д ля (х,у)  € Os[Mo)  рассмотрим разности

Д * /  =  /(*, у) -  /(*о, у), Д yf  -  /(х,у) -  Дх, уо) 

и разности от этих разностей

Д у ( Д * / )  =  (/(*, у) -  / ( * 0, у)) -  (/(х.Уо) -  / ( х о, Уо)),

Д*(Ду/) =  (/(*. у) ~ /(*, Уо)) -  (/(*о, у) -  /(*о, Уо)).
Для любой функции /, заданной в Од(Мо), эти разности определены 
и, очевидно,

Д у ( Д  * / )  =  Д г ( Д у / ) .

Положим Д ®/ =  v?(x,y). Тогда

Д у ( Д * / )  =  р (*« у ) -  ? ( * ,  уо)

и функция ^(х,у)  при фиксированном х имеет производную по у: 

Ру (*. у) =  /£(Х, у) -  / ' (хо, у).

По теореме Лагранжа о среднем существует 171, лежащее между уо 
и у, такое, что

р(х, у) -  у>(х, уь) =  1?1)Ду,

где Д у =  у — уо* Аналогично,

36  : /;(х, у) -  fy{x0,y) =  # г(6 , У)Дх,

где Дх =  х — хо и & лежит между хо и х. Следовательно,

Ду(Д*Л =  ¥>у(*> Чг)Ду =  /у* (6 .  »п )ДхДу. (2)

Положив Ду/ =  V>(*»y)> аналогично доказывается, что

3fc, ffc : Д * ( Д у / )  =  ^ ( 6 ,У)Дх =  /"у(6 ,%)ДхДу ,  (3)

где 6  лежит между хо и х, a ij,  —  между уо и у.
Из (2) и (3) следует, что

К 'Л Ь > т )  =  Я 'у ( Ъ , т )

для любой точки (х,у)  € 0 { (М о ). Отсюда в пределе при (х ,у ) -> 
—>■ (*о,уо) получаем равенство (1). Теорема доказана.
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Из доказанной теоремы следует, что если функция от п пе­
ременных в окрестности некоторой точки Мо имеет производные 
второго порядка и эти производные непрерывны в точке Мо, то 
их значения в точке Мо не зависят от порядка дифференциро­
вания. Далее, пусть функция / в окрестности точки Мо имеет 
непрерывные частные производные второго порядка. Тогда, если 
/ в окрестности точки Мо имеет производные третьего порядка и 
Эти производные непрерывны в точке Мо, то их значения в точке 
Мо не зависят от порядка дифференцирования. Это утверждение 
по индукции обобщается на производные любого порядка.

Так как частные производные элементарных функций есть эле­
ментарные функции, то они непрерывны в своей области опреде­
ления. Следовательно, для таких функций значения смешанных 
производных не зависят от порядка дифференцирования. Например,

Функция /, определенная на открытом множестве G, назы­
вается т раз непрерывно дифференцируемой на G , если она в 
каждой точке этого множества имеет непрерывные производные 
m-го порядка. Очевидно, эта функция непрерывна на G  и любая 
ее производная порядка к < т  непрерывна на G.

5.5. Производная по направлению и градиент функцда. Част­
ные производные функции многих переменных выражают ” скорость 
изменения” функции по направлению координатных осей; и поэто­
му их называют еще производными ” в направлении координатных 
осей” . Во многих прикладных задачах представляет интерес ” ско­
рость изменения” функции (т.е. ее производная) и по другим 
направлениям. Дадим точное определение понятию ’’ производная 
функции / в точке Мо по направлению

Пусть функция / определена в некоторой окрестности точки Мо 
с радиус-вектором го, а направление задается единичным вектором I. 
Тогда, как и при определении частных производных, для функции / 
в точке Мо рассмотрим разность с шагом h в направлении вектора I: 
/(го +  hi) — /(го), и соответствующее разностное отношение:

О п р е д е л е н и е  1. Предел разностного отношения (1) при Л —> О 
называется производной функции f  в точке Мо по направлению I 

Я f  Я f
и обозначается — (Мо) или — (Мо).

о1 о1
Таким образом, по определению,

53/ _  д3/ 9 * f  d * f
дх ду дх дх2ду ’ дх ду дх ду дх2ду2 ’

/ (г0 +  hi) -  / (г0)
(1)h

/ (г0 +  h i) -  / (г0)
h (2)
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Пусть в пространстве введена прямоугольная декартова систе­
ма координат. Найдем формулу для вычисления производной от 
функции / в точке Мо с координатами хо, уо, *о по направлению 
вектора I с направляющими косинусами cos a, cos/?, cos7 .

Т е о р е м а .  Если функция / дифференцируема е точке Мо, то 
в этой точке она имеет производную по любому направлению I, 
причем

§£(Mo) = g c o 8 a + g c < * / ? + g c o s 7> (3)

где частные производные вычислены в точке М о .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Изчформулы (2) следует, что производная 

функции /(х,у, г ) в точке (хо,Уо,*о) по направлению / —  это 
производная функции

(p(h) =  / (х0 +  Acosa,yo +  Л cos/?, z0 +  A cos 7 )

по Л в точке А =  0. По теореме о дифференцировании сложной функ­
ции производная ^ '(0) существует и вычисляется по формуле (3). 
Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть функция / (х ,у ,г )  дифференцируема 
в точке Мо- Тогда вектор с координатами / '(Мо), /у(Мо), /'(Мо) 
называется градиентом функции / в точке Мо и обозначается 
grad /(М0).

Из формулы (3) следует, что в точке Мо градиент функции / 
и производная по направлению / связаны соотношением:

-g f =  (grad/,1).

Следовательно,

^  =  |grad /| cos(grad /, l ),

где (grad/,i) —  угол между векторами grad/ и I, и поэтому 

m a x ^ (M o ) =  |grad /(Л/0)|,

где максимум берется по всевозможным направлениям /.
Очевидно, если grad/(Mo) ^ 0, то этот максимум достигается 

лишь тогда, когда cos(grad/,i) =  1 , т. е. когда I имеет направление 
grad /.

Таким образом, градиент функции / в точке Мо — это вектор, 
который указывает направление наибольшего возрастания функции 
/ в точке Мо и длина которого равна производной функции / в 
точке Мо по этому направлению. Отсюда следует, что градиент



220 ГЛ. 6 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

функции / в каждой точке определяется только самой функцией 
и не зависит от выбора системы координат.

Для обозначения градиента часто используют символический 
вектор

v= i^ +jl ; +k57
называемый оператором Гамильтона или оператором набла. Тогда 

grad / =  V/, §£  =  (V / ,I).

В заключение отметим еще одно свойство градиента.
Если дифференцируемая функция / постоянна на дифферен­

цируемой кривой Г, то градиент функции / в точках кривой Г 
ортогонален этой кривой.

Действительно, если кривая Г задана уравнением r  =  r(t), t Е Д , то 

/ (x (t ),y (t ),z (t )) =  const Vt € Д

и, следовательно,

/ ; * ' + / £ ! / + / ; * ' = о V i  g  а ,

т.е. (V/, г ') =  0 в любой точке кривой Г.

5.6. Дифференциалы высших пордщсов. Пусть функция / (х ), 
х =  ( x i , . . . ,  хп), определена и имеет непрерывные частные произ­
водные второго порядка на открытом множестве G. Очевидно, эта 
функция дифференцируема на G  и ее первые производные тоже 
дифференцируемы на G.

Рассмотрим дифференциал

<*/(*) =  £
*=1

Щ * )
dxi

dx{

как функцию от х, считая dxi =  Дх;, постоянными, и возьмем 
дифференциал от этой функции:

п

<W (*)) = E *
*=1

п
dxi =  Е

1 = 1

d2f
dxidxj

dxi =

А  а2/
i j Z i  d x i d x j

dxiSxj.

(Здесь дифференциал от df (х ) для отличия обозначен не буквой cf, а 
буквой £.)<
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Значение дифференциала от первого дифференциала функции 
/ (х ) при Sxj =d x j ,  j  =  1,2, . . . ,п,  называется вторым дифференци­
алом функции / и обозначается d2f .  Таким образом,

п

».i=1

д Ч
dxidxj

dx{ dxj.

Д ля функции z =  /(х,у)  эта формула имеет вид

Дифференциал k-го порядка определяется по индукции. Пусть 
функция / имеет непрерывные частные производные к -го порядка 
на множестве G. Чтобы получить дифференциал dkf , надо взять 
дифференциал от дифференциала dk~*f:

6{dk- ' f ( x ) )  =  S
0fe-1/(x) J  J  \

Яд;. ax. dxii - -dxik-i] >

и положить rfx; =  dx,-. В результате получим:

<**/ =  Е  д Г д Ч аг - dxixdxik.

Для функции z =  / (х ,у ) эта формула имеет вид

dkf  =  S ' c i  <***~'7 dy’ ■
j^0 дх 3ду3

Она доказывается индукцией по к. Предлагается доказать ее 
самостоятельно в качестве упражнения.

5.7. Формула Тейлора. Д ля  написания формулы Тейлора в 
случае функций многих переменных удобно воспользоваться диф­
ференциальным оператором

(VlAx) = ^7a *,+  (1)
где Д Xi =  х, — Xf, » =  1,2, . . . ,  п. Тогда

(7 ,Д « )/ ( « » )  +

где частные производные вычислены в точке х°.



222 ГЛ. 6 ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Т е о р е м а .  Если функция / (х ) определена и т раз непрерывно 
дифференцируема в некоторой 8-окрестности тонки х°, то для 
любого х Е Об(х° ) существует в Е (0; 1) такое, что

А * )  =  Е  Tf (V,  Д  х )*/ (х °) +  i y  (V , A x ) mf ( x °  +  в Ах ) ,  (2)
*=о к'

где ( V , Ax ) *  — k-я степень оператора (1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем точку х Е О*(х0) и рассмо­

трим функцию ip(t) =  / (х °-М Д х ). Эта функция т  раз непрерывно 
дифференцируема на некотором интервале, содержащем отрезок 
[— 1; 1]. Следовательно, существует в Е (0; 1) такое, что

*>(!) =  E F ^ ( f c ) (0)+i ^ (m)w -
k=0

А так как у?(0) =  / (х°),

✓ (о) = Е  ̂ ( х°)Дх*- = (Vi Дх)л*°).

V3(fe)(0) =  (V , Даг)*/(аг°), ^ т\ в ) =  (V ,A x ) mf ( x °  +  6Ах),  

то теорема доказана.
Формула (2) называется формулой Тейлора с остаточным чле­

ном в форме Лагранжа.
С л е д с т в и е  1. Если функция / (х) определена и дифференцируе­

ма в некоторой 5-окрестности точки х°, то для любого х Е Оа(х°) 
существует в Е (0; 1) такое, что

/ (* ) -  / (* ° ) =  (V7(x° +  в Ах ) ,  Ах ) .  (3)

Формула (3) называется формулой конечных приращений.
С л е д с т в и е  2. Если функция / (х ,у ) двух переменных х и 

у определена и п раз непрерывно дифференцируема в некоторой 
окрестности точки (хо,уо), я»о для любой точки (х,у)  ЕО*(хо,Уо)  
существует в Е (0; 1) такое, что

Я*»У) = Е  Е  ---- -------------- ( * - * о ) , (у - »й ) +
fc=oj=o

n
( * - xo)J'(y  -  yo)n~JD {D $  j f ( x 0 +  eAx,yo +  6Ay),

где D z и D y — операторы дифференцирования no x и у.

(4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В случае двух переменных х и у диф­
ференциальный оператор (1) имеет вид £>хДх +  £>уДу. Тогда по 
формуле бинома Ньютона

(Д * Дх +  DyAy )kf{xo,  уо)
к

£

и поэтому формула (4) есть частный случай формулы (2).
Чтобы общую формулу (2) расписать через производные, введем 

некоторые новые обозначения, но прежде докажем одно обобщение 
формулы бинома Ньютона.

Л е м м а .  Для любого натурального к и любых чисел a i , . . . , an 
справедлива формула

(ai +  . . .  +  a„)*
к\

|a|=fc
• a: (5)

где a  =  ( a i , . . . , a n) —  точка с целыми неотрицательными коор­
динатами, |a| =  a i +  .. .  +  ап, и суммирование идет по всем а, у 
которых |а| = к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся методом математической 
индукции. При n =  1 формула (5) очевидна, а при п =  2 она 
совпадает с формулой бинома Ньютона. Далее, для любого т 6 N 
справедливо утверждение: если формула (5) верна для n =  т ,  то 
она верна и для п =  m +  1. Действительно, по формуле бинома 
Ньютона

(a1 +  .. .  +  am +  am+1)/’ =  р[а~  t ; (°1 +  • • • +  « т ) *  d i * .

где суммирование идет по всем целым неотрицательным /3 и a m+i> 
для которых Р +  a m+i =  к. Отсюда и из нашего предположения

(a1 +  . . .  +  am)'5 =  £  а1-, ^ т ! 0? ‘ - - ат та

получаем равенство (5) при п =  т +  1.
Следовательно, формула (5) справедлива для любого натураль­

ного п. Лемма доказана.
Точка a =  ( a i , .. . , an) с неотрицательными координатами в 

формуле (5) называется мультииндексом. Д ля этого мультииндекса 
и произвольной точки a =  ( a i , . . . , an) введем обозначения:

а! =  £*!!...«*„!, аа =  а“ ‘ . . .а“ *.
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Тогда формулу (5) можно записать короче:

(а! +  . . .  +  ап) к =  “ 7а°- (6)
\ ° \ = к  ‘

Используя мультииндексные обозначения и формулу (6), фор­
мулу Тейлора (2) можно записать в следующем виде:

/ ( * ) =  Е  ^ / (0V ) ( * - * Y +  Е  ^ / (“ V + 0 A a O ( * - * ° ) a . (7)
| a | < m — 1 |о »|=т

где =
С л е д с т в и е  3. Если функция /(ж) определена и т раз не­

прерывно дифференцируема в некоторой окрестности тонки ж0, 
то

/ (* ) =  Е -  * ° Г  +  ° (рт), (8)
|a|<m

, где р =  (х,- -  х?)2̂при р —> О

Действительно, так как производные m-го порядка функции 
/(ж) непрерывны в точке ж0 и, очевидно, |(ж — ж°)а| <  p ^ t то

+  0Д х)(х  -  х ° )“  =  /(в )(х ° )(х  -  * * )•  +  о(/>1“ 1)

при р —> 0, и поэтому из формулы (7) следует формула (8).
Формула (8), как и раньше, называется формулой Тейлора с 

остаточным членом в форме Пеано.

§ 6. Некоторые понятия анализа 
в области комплексных чисел

6.1. Комплексные числа. Как известно, квадратное уравнение с 
отрицательным дискриминантом не имеет решений в множестве М 
действительных чисел. Например, уравнению ж2 +  1 =  0 не удо­
влетворяет ни одно ж G JR. Возникает необходимость в расширении 
понятия числа так, чтобы любое квадратное уравнение имело хотя 
бы одно решение.

Рассмотрим множество всевозможных упорядоченных пар (ж; у) 
действительных чисел ж и у, и в этом множестве введем понятие 
равенства и операции сложения и умножения.

Два элемента (две пары) z\ =  (x i j y i )  и zi =  (жг; Уг), У которых 
xi =  Ж2 и yi =  уг, называются равными. В этом случае будем 
писать z\ — Z2-
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Для любых z 1 =  (x i;y i) и z2 =  (ж2 ;уг) сум м а z\ +  *2 и произве­
дение z\z2 определяются равенствами:

*1 +  *2 =  (xi +  ж2; yi +  у2), (1)

*1*2 =  (»1*2 -  У1 У2 ; * 1У2 +  * 2У1 ) (2)

Множество всевозможных упорядоченных пар действительных 
чисел, в котором по указанным выше правилам введены понятия 
равенства и операции сложения и умножения, называется м н о ж е ­
ст вом  ком плексны х чисел и обозначается С. Элементы множества 
С называются ком плексны м и числам и .

Каждое комплексное число (ж;0) отождествляют с действи­
тельным числом х  и пишут (ж;0) =  х . Тогда из формул (1) и (2) 
следует, что если Z\ =  (xi,0 ) и z2 =  (ж2 , 0 ), т0

*1 +  *2 =  (®1 +  ж2; 0) =  xi +  х2,

*1*2 =  (xiX2i 0) =  Х1Х2.

Эти равенства показывают, что операции над комплексными 
числами вида (х;0) совпадают с операциями над действительными 
числами. В этом смысле множество С комплексных чисел является 
расширением множества № действительных чисел.

Среди комплексных чисел особую роль играет число i =  (0;1), 
которое называется м н и м ой  единицей. Легко видеть, что i • 1 =  
=  (—1; 0) =  —1, т.е. г2 =  — 1, и, следовательно, комплексное число 
2 =  i удовлетворяет уравнению z 2 +  1 =  0.

Согласно введенным определениям сложения и умножения ком­
плексных чисел имеем:

(0;у) =  (0; 1)(у;0) =  iy ,

(*; у) =  (*; о) +  (0; у) =  *  +  iy.

Следовательно, любое комплексное число z =  (х; у) имеет предста­
вление

z =  х +  iy.

Это представление числа z называется алгебраической ф орм ой  

ком плексного числа z .
Если z =  х -f iy, то число х называется дейст ви т ел ьн ой  ча­

ст ью  числа z и обозначается Re 2 , число у  — м н и м о й част ью  и 
обозначается Im 2 , а неотрицательное число у /х 2 +  у 2 — м одул ем  
числа 2 и обозначается |z|. Если х =  0, т.е. z =  iy, то это число 
называется чист о м н и м ы м .

Очевидно, 2 =  0 тогда и только тогда, когда \z\ =  0. Комплексное 
число x — iy  называется соп ря ж ен н ы м  комплексному числу z =  ж-И'у 
и обозначается 2 . Легко видеть, что \z\ =  \z\ и 22 =  \z\2.

$— 1402
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Легко проверить, что операции сложения и умножения ком­
плексных чисел обладают свойствами к ом м ут а т и вн ост и , ассоциа­
т ивност и  и ди ст р и бут и вн ост и . Поэтому сложение и умножение 
комплексных чисел можно выполнять по правилам сложения и 
умножения многочленов, заменяя г2 на —1.

Например, если z =  х +  iy, то

zz =  (х +  iy)(x -  iy) =  х2 -  х • iy +  iy • х -  iy • iy =  х2 -  i2y2 =  х2 +  у2.

На множестве С обычным образом определяются операции вы* 
читания и деления.

Для любого числа z число, сумма которого с числом z рав­
на 0, называется п р от и воп ол ож н ы м  числу  z и обозначается —z. 
Очевидно, если z =  х  +  iy, то — z =  — х — iy.

Р а зн ост ь  z\ — 22, как обычно, определяется равенством:

Число, произведение которого с числом z равно 1, называется 
обрат ны м  числу  z и обозначается 1 /z  или 2 .

Очевидно, у числа 2 =  0 нет обратного. Если же z ф  0, то 
уравнение z “ l z =  1 равносильно уравнению 2 ” 1 *|2 |2 =  2 , и поэтому

Следовательно, если z =  х +  iy, то

1 _  Д- »У
JT2 + у2

Част ное от деления числа 2i на число Z2 Ф  0 обозначается 
2 i : 22 или 2 1/22  и определяется равенством

Следовательно,

Легко доказывается, что операция комплексного сопряжения 
перестановочна с арифметическими операциями, т.е.

(Предлагается доказать эти равенства в качестве упражнения.)

*1 -  22 =  21 +  ( - 2 2).

Следовательно, если 21 =  xi +  iyi и 22 =  Х2 +  ij/2 , то 

Zi — 22 =  (xi — Х2) +  i(yi — уг)*

21 2122

*2 \Z2|2*



§ 6. НЕКОТОРЫЕ ПОНЯТИЯ АНАЛИЗА КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 227

Отсюда следует, что если P ( z )  — многочлен с действительными 
коэффициентами, то ____

В частности, если го — корень этого многочлена, то и го — тоже 
его корень.

6.2. Геометрическая интерпретация комплексных чисел. Ком­
плексное число z =  x  +  iy  изображается на координатной плоскости 
точкой с координатами (х,у). Это соответствие между множеством 
С комплексных чисел и точками плоскости является взаимно од­
нозначным, поэтому часто комплексные числа называют точками 
плоскости.

Действительные числа изображаются точками оси абсцисс, а 
чисто мнимые — точками оси ординат. Поэтому ось абсцисс на­
зывается дейст ви т ел ьн ой  осью, а ось ординат — м н и м ой  осью . 
Плоскость, на которой изображаются комплексные числа, называ­
ется ком плексной плоскост ью .

Комплексное число z =  х  +  iy  изображают еще вектором с 
началом в точке 0 и концом в точке г. Тогда число Z\ +  г2 
изображается вектором, равным сумме векторов z\ и гг, а разность 
z\ — гг — вектором, равным разности векторов. Очевидно, |г| — 
это длина вектора, и

У г о л  <р называется а р гум ен т ом  ком плексного числа г  ф 0 и обозна­
чается argx. Для числа г  — 0 аргумент не определяется. Очевидно, 
если <ро — аргумент числа го, то и любое ip =  <ро +  2£тт, где к — 
целое, — тоже аргумент числа го.

Запись комплексного числа г ф  0 в виде (1) называется т ри ­
гоном ет рическ ой  ф орм ой к ом плексного числа . Она удобна при 
нахождении произведения и частного комплексных чисел. А имен­
но, если

P (* ) =  P (z ).

и поэтому
z — г (cos <p +  i sin ip). (i)

z\ =  ri (cos ipi +  isin^i), *2 =  гг(сов^2 +  t'sin ifii),

TO
*1 *2  =  »’1»'2 (со8 (у>1 +  (f>i) +  isin(y>i +  <p2)),  

Z \  V \
—  =  — (cos(v>i -  <p3)  +  »sin(v>i -  <P2)).
*2 r2

(2)

(3)

8*
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Следовательно, модуль произведения равен произведению модулей, 
а аргумент — сумме аргументов сомножителей:

\ziz2\ =  I*i| • |z2|, arg(ziz2) =  argzi +  argr2.

Аналогично, модуль частного равен частному модулей, а аргу­
мент — разности аргументов делимого и делителя:

1*1I *1
=  щ ,  " в  — =  argzi -  argz2.

В частности, если z =  r(cosp +  isinp), то

г-1 =  r“ 1 (cos <p — i sin p ) , (4)

z n =  rn (cos тир + i sin n<p) V n G N. (5)

Последнее равенство называется ф орм улой  М уавра . Из нее 
следует, что для любого заданного комплексного числа а ф  О 
уравнение z n =  а имеет п различных решений. Действительно, 
если

а =  p(cos^ +  isin^),

£l
z2

то числа
_  / ф +  2кп  . . ф +  2ктг\ .

f cos - —----- h t sin ———----J (6)

при любом целом к являются решениями уравнения z n =  а. Оче­
видно, других решений это уравнение не имеет.

Из формулы (6) видно, что среди Zk только п  различных 
чисел: *о, • • •, *п -ь так как, например, zn =  zo, z - i =  zn- i  и
т.д. На комплексной плоскости точки *о, . •., *n-i расположены
в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окружность 
радиуса t fp  с центром в точке 0.

Комплексное число z =  cos ̂ >*4 -1 sin ̂  обычно обозначают симво­
лом е1̂ , т.е. по определению полагают

е1*  =  cos^>+ isin^, G R. (7)

Тогда формула (1) принимает вид z =  reev>. Запись комплексного 
числа в таком виде называется показат ельной ф орм ой ком плексного  

числа , а формула (7) — ф орм улой  Эйлера.

Из формул (2) и (3) следует, что если z\ =  r \ e " * x> z2 =  Гге'^*, 
то

*1Z2 =  r i r 2e<(«,* + * 4  ^
*2 f*2

В частности,

e*Vi . e*v>a =  (e1̂ )” 1 =  e” ,v\

И, следовательно, (e,v>)n =  elnv> для любого целого n. Эти свойства 
похожи на свойства функции ег , где х  G R.
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6.3. Комплекснозначные функции действительного аргумента.
Пусть z\, z2). . . ,  znf ... —  последовательность комплексных чисел. 
Ее можно рассматривать как последовательность точек или векторов 
на плоскости.

На последовательности комплексных чисел естественным обра­
зом переносятся многие определения и теоремы из теории дей­
ствительных чисел. Д ля  примера приведем определение предела 
последовательности.

Число z называется пределом, последовательности { z n}, если . 

V e > 0  3 N g : Vn >  N e \zn -  z\ <  e.

В качестве упражнения предлагается сформулировать и доказать 
теоремы о единственности предела, об ограниченности сходящейся 
последовательности, о пределе суммы, разности, произведения и 
частного.

Комплекснозначной функцией действительного переменного на­
зывается функция, которая определена на некотором множестве 
действительных чисел и принимает значения в множестве С ком­
п лек са х  чисел. Эти функции можно рассматривать как векторные 
функции на плоскости. Для них обычным образом формулируются 
определения предела, непрерывности и производной.

Производная функции z (t) определяется равенством

* '(0  = lim
A t -*  о

z(t +  A t) — z(t) 
A t

Очевидно, производная у функции *(t) =  a?(*)+iy(<) существует тогда 
и только тогда, когда функции х($) и y(t) имеют производные, и 
в этом случае

* '(* ) =  *'(<) +  *У (<)•

Легко проверить, что если функции zA t) и z2(t) дифференци­
руемы в некоторой точке, то функции z i { t ) ± z 2(t )  и z i(t )z 2(t) в 
этой точке тоже дифференцируемы и

(*1 ±  *2 )' =  А  ± 4 , (*1 *2) ' =  А  *2  +  *1 *2 •
Если, кроме того, z2(t) ф 0, то

/ * Л '  _  z[z2 -  zxz'2

\*2 J 4

Следует заметить, что не все свойства дифференцируемых дей­
ствительных функций переносятся на комплекснозначные функции. 
Например, для них, как и для векторных функций, теоремы Ролля 
и Лагранжа являются неверными.
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6.4. Функщш комплексного переменного. Функцией комплексного 
переменного называется функция, которая определена на некотором 
множестве комплексных чисел и принимает значения в множестве 
комплексных чисел.

Любую функцию w =  f (z ) ,  где z =  х +  гу и w =  и +  iv, можно 
представить в виде суммы:

Я г ) =  « ( * ; у )  +  iv{x\y),

где u (x;y) =  Re/(ar +  *y), у) =  Im f ( x  +  iy), и рассматривать эту
функцию как пару действительных функций от двух действитель­
ных переменных или как отображение, которое точке (х,у)  ставит 
в соответствие точку (ti,v). Поэтому многие понятия и свойства 
таких отображений естественным образом переносятся на функции 
комплексного переменного.

Например, число А  называется пределом функции f (z )  при 
z -¥  а, если

Ve >  0 36 > 0 :  4 z e 0 6 { a )n D f f ( z ) € O e(A ).

Здесь, как обычно, а —  предельная точка множества D j  (области 
определения функции /).

Аналогично функция / называется непрерывной в точке zo 6 
если

Ve >  0 >  0 : V z e O s{zQ) n D f  f { z ) e O e{w0),

где wo =  /(го).
Очевидно, сумма, разность и произведение непрерывных функ­

ций являются непрерывными функциями, а отношение непрерывно 
во всех точках, где знаменатель отличен от нуля. Справедлива и 
теорема о непрерывности композиции непрерывных функций.

Легко показать, что функции z, Re г, Imz, Т, \z\ и любой 
многочлен

P (z )  =  anzn +  an„\zn~ l +  .. .  +  а0

являются непрерывными на всей комплексной плоскости, а рацио­
нальная функция

R (z ) =

где P (z )  и Q (z ) —  многочлены, непрерывна в любой точке г, где
a u t o .

Рассмотрим некоторые другие элементарные функции комплекс­
ного переменного.

П р и м е р  1. Д ля любого z =  x +  *y показательная функция ех 
определяется формулой

е* =  ех(cosу +  is inу) =  ех • е,у.
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Из этого определения следует, что функция ег непрерывна на 
всей комплексной плоскости. Очевидно,

\ег \ =  er , arg e z =  у, е*+2,г* =  е*.

Кроме того,
е*'+*2 =  eZle*3

для любых комплексных zi и гг.
П р и м е р  2. Д ля  любого комплексного z т р и го н о м е т р и ч е с к и е  

ф у н к ц и и  cos z и sinz определяются формулами

cos г =  ] - ( e lz +  e~*z ), sinz =  ^т(е,г -  
I  1%

Из этого определения следует, что функции cosz и sinz не­
прерывны на всей комплексной плоскости, и для них справедливы 
формулы

sin(zi +  Z2) =  sin z\ cos Z2 +  coszi sin Z2,

CO S(zi +  Z2 )  =  cos Z \  COS Z2 — sin Z \  sin Z2 ,

в частности,

sin2z =  2sinzcosz, sin2 z +  cos2 z =  1.

Как обычно, функции tgz и ctgz определяются формулами

tgz =
sin z 
cosz *

ctgz =
cosz
sinz

П р и м е р  Гиперболические функции chz и shz определяются 
формулами

chz =  ^ (сг +  e- *), shz =  i (e *  -  e- *).

Очевидно,
chz =  cos(iz), shz =  — tsin(iz).

6.5. Основная теорема алгебры. Комплексное число zo называется 
к о р н е м  (или н у л е м ) м н о г о ч л е н а

P{z)  =  а 0 +  a i z  +  . . .  +  a n z n ,

если P ( z q )  =  0. Если a„ ф 0, то п называется с т е п е н ь ю  м н о г о ч л е н а .

Известно, что число zq является корнем многочлена P (z )  тогда 
и только тогда, когда P (z )  делится без остатка на z — z0 (теорема 
Везу).
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Если многочлен P (z )  делится на ( z — zo)k и не делится на 
(z — *o)*+1, то число к называется кратностью корня z0.

В этом пункте мы докажем так называемую основную теорему 
алгебры, которая часто используется и в алгебре, и в анализе.

Т е о р е м а .  В множестве комплексных чисел любой многочлен 
степени п >  1 имеет хотя бы один нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим нули многочлена

P (z )  =  а0 +  ахг  +  ... +  anzn, ап ф О,

степени п >  1 с комплексными коэффициентами. Не ограничивая 
общности, можно считать, что ап =  1. Заметим еще, что для n =  1 
и п =  2 утверждение теоремы очевидное, поэтому будем считать, 
что п >  3.

Легко доказывается, что для любого многочлена P (z )  неотрица­
тельная функция / (х ,у ) =  |P(z)| двух действительных переменных 
х и у, где z =  х +  iy, наименьшее значение принимает в некоторой 
конечной точке (хо,уо)* Действительно, так как /(х,у)  —у +  со при 
\z\ —► оо, то существует R  >  0 такое, что

Я * ,  у) >  Д О ,0) Vfx.y) ,  x2 +  y2 > R 2. (1)

В замкнутом круге х2+ у 2 <  R2 функция f (x ,  у) непрерывна, поэтому 
среди ее значений есть наименьшее, т.е. в этом круге существует 
точка (х0,уо) такая, что

Я*о,Уо) <  f { x ,y )  V(х,у ) ,  ®2 +  у2 < Л 2. (2)

Теперь из (1) и (2) следует, что

/(*о, Уо) <  f ( x j t )  V (*■ у) € к 2.

Таким образом, для любого многочлена P (z )  имеет место сле­
дующее утверждение: существует zo Е С такое, что

|P(z0)| =  min|P(z)|. (3)
ZtC

Многочлен P (z )  запишем в виде суммы по степеням z — zq:

P (z )  =  b0 +  6i(z -  z0) +  .. .  +  bn(z -  z0)n. (4)

Теорема будет доказана, если мы покажем, что &о =  0, так как
Р(*о) — 6о.

Предположим, что 6о ф 0. Пусть сначала &i ф 0. Положим 
*i =  — &o/6i и рассмотрим функцию

P (z0 +  tz\) =  60(1 — t ) +  t2zj?Q(<zi), t G [0; 1],
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где Q —  многочлен степени п — 2. Положим

М  =  max |Q(tzi)|. 
‘ €[0;1]‘^ V 1/1

Тогда

И *  +  <zx)| <  |60|(1 - t ) +  t2M\zi\2 =  |b0| -  <(|60| -  tM\zx\2). 

Отсюда следует, что если

то

0 < i < N
м ы » ’

|P(*0 +  f * l ) | < M  =  |P(*e)|,

что противоречит условию (3).
Пусть теперь &i =  Ь2 =  . . .  =  b j - i  =  0, но bj ф 0. Тогда 

разложение (4) имеет вид

P (z )  =  &о +  bj(z -  zo)j  +  .. .  +  bn(z -  z0)n .

Через zi обозначим один из корней j-ft степени из числа —bo/bj 
и рассмотрим функцию

P {z0 + tZ ! )  =  Ьо{1 - t j ) +  ti + l 4 +1Q (t* i) ,  

где Q —  многочлен степени n —j  — 1. Отсюда следует, что

\Р{*о +  tzi)\ < |Ьо| -  <j (IM -  Ш\гх\з+1)

для любого t € [0; 1], а это противоречит условию (3). Следова­
тельно, предположение &о ф 0 неверное. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Любой многочлен степени п >  1 имеет точно 
п нулей, если каждый нуль считать столько раз, какова его 
кратность.

6.6. Дифференцируемые функции. Д ля  функции комплексного 
переменного производная определяется так же, как и для функции 
действительного переменного:

г Ы  =  limZ—bZ о
/ (* ) -  / ы

Z -  Zq
(i)

Функция f (z )  называется дифференцируемой в точке zq, если 
она определена в некоторой окрестности точки *о и в этой точке 
имеет конечную производную.

П р и м е р  1. Постоянная функция f (z )  = с  дифференцируема и 
(с)' =  0.
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П р и м е р  2. Д ля любого п Е N степенная функция / (г ) =  zn 
дифференцируема на всей комплексной плоскости и, очевидно,

{znY ^ n z n- x.

Д ля функций комплексного переменного справедливы известные 
правила дифференцирования, т.е. теоремы о производной суммы, 
разности, произведения, частного и теорема о производной сложной 
функции.

Из правил дифференцирования следует, что многочлен есть 
дифференцируемая функция на всей комплексной плоскости, а 
рациональная функция дифференцируема во всех точках, где зна­
менатель отличен от нуля.

Заметим, что в равенстве (1), которое определяет производную, 
предел не зависит от способа стремления г и го- В частности, этот 
предел один и тот же при z zq по  любому лучу, выходящему 
из точки zo. Это накладывает на дифференцируемые функции 
комплексного переменного дополнительные условия.

Действительно, пусть я =  х +  iy t zo =  »о +  Щь / (* ) =  и (х ,у )+  
+ iv (x ty). Вычислим предел (1) при z го, когда у =  уо. В этом 
случае

/ ' Ы  =  § “ (*<>> и » )  +  * ^ ( * ° .  Уо)- (2 )

Если же х =  хо, то

... ч 1 ди dv .ди dv 
% ду +  5у*

Из этих равенств следует, что если функция f (z )  в точке 
zo =  хо +  *уо имеет производную, то в точке (®о,Уо) справедливы 
равенства

ди __ dv ди __ ди 
дх д у * ду д х *

Они называются условиями Коши-Римана.
Т е о р е м а .  Для того чтобы функция f ( z ), где z =  х +  iyf была 

дифференцируема в точке го =  ®о +  *Уо, необходимо и достаточно, 
чтобы функции

и (х ,у ) =  R e/ (z ), ю(®,у) =  Im / (z )

в точке (хо,уо) &ыли дифференцируемы и удовлетворяли условиям 
Коши-Римана.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция w =  / (г) дифференцируема 
в точке го, т.е. она определена в некоторой окрестности точки го 
и имеет производную / '(г0). Тогда

Aw  =  / '(z0)A z  +  7Сz)p, (3)

где Aw  =  f ( z )  -  /(zo), A z  =  z -  z0, p — |Az| и 7 (z ) - »  0 при p - »  0.
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Положим / '(го) =  А  +  *\В, 7  =  а (х ,у )  +  i/3(x,y). В этих обозна­
чениях формула (3) принимает вид

Aw  =  (А  +  *В )(Д х +  *Ду) +  (а  +  */?)/>, (4)

где Дх =  х -  XQj Ду =  у -  уо и а  О, /3 -+  0 при р -+  0. Отсюда
следует, что

Аи  =  А А х  — В Д у +  ар, (5)

Д  v =  В  А х  +  А А у  +  /Зр, (6)

где Д и =  п(х, у) — «(®о, Уо), A v  =  t/(x, у) — v(xo, уо). Таким образом, 
в точке (хо,уо) функции и(х,у) и v (x,y ) дифференцируемы и

ди . dv cfo _  _  ди

т.е. выполняются условия Коши-Римана.
Пусть теперь функции и(х,у) и v(x,y)  в точке (хо,уо) диффе* 

ренцируемы и удовлетворяют условиям Коши-Римана. Положим

. _  ди dv _  dv _  ди

Тогда выполняются равенства (5) и (6), где а -> 0, /3 —► 0 при 
р —► 0. Второе равенство умножим на t и сложим его с первым. В 
результате получим формулу (4), т.е.

Aw  =  (А  +  iB )A z  +  7р,

где 7 =  а +  i(3 -*  0 при р 0. Следовательно, функция w =  / (г) в 
точке го дифференцируема и /'(го) =  А  +  iB . Теорема доказана.

П р и м е р  3. Функция w =  г не дифференцируема ни в одной 
точке.

Действительно, у нее и =  х, v =  —у, и* =  1 , vj, =  -1 , и, 
следовательно, для нее не выполняются условия Коши-Римана.

П Р и м ер  4. Исследуем на дифференцируемость функции е* , 
cos г, sin г, сЬг, shz.

Функция
е* =  ех cos у +  %ех sin у

дифференцируема в любой точке г =  х +  iy, так как функции 
и =  e*cosy и v =  e*siny в любой точке (я, у) дифференцируемы 
и, как легко показать, удовлетворяют условиям Коши-Римана. По 
формуле (2) находим
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Отсюда и из правил дифференцирования следует, что функции 
cos 2, sin г, ch2, shz дифференцируемы в любой точке z и

§ 7. Мера множеств точек на плоскости 
и в пространстве

7.1. Мера элементарных множеств. Определение меры Жордана.
Сначала определим меру для так называемых клеточных (или 
элементарных) множеств.

О п р е д е л е н и е  1. Любое множество вида

где —оо <  а,- <  6,- <  +оо Vi, называется п-мерной клеткой. Любое 
множество, являющееся объединением конечного числа попарно 
не пересекающихся n-мерных клеток, называется клеточным или 
элементарным. Пустое множество тоже считается элементарным.

Легко видеть, что объединение, пересечение и разность любых 
двух элементарных множеств являются элементарными множества­
ми, т.е. элементарные множества образуют алгебру множеств. 
(Доказать это утверждение в качестве упражнения.)

О п р е д е л е н и е  2. Д ля  любой n-мерной клетки

число (&i — а\) .. .(Ьп — ап) называется мерой клетки Д и обозна­
чается т Д . Если множество S  является объединением попарно 
не пересекающихся клеток Д ь . . . , Д ^ ,  то мерой множества S 
называется число

Мера пустого множества считается равной нулю.
Л е м м а  1. Для любых двух элементарных множеств 8 и S 

справедливо равенство

Л е м м а  2. Если множества 8 и S  элементарные и s С S, то

(sin z )' =  cos 2, (cos z )' =  — sin 2, 

(sh2) ; =  chz, (clu )' =  sh2.

Д =  (ar,6i] x ... x (an;6n] ,

Д =  (ai;6i] x ... x (a„,fcn]

m(s U S) -I- m(s П 5) =  ms +  mS. 

Если же s и 5 не пересекаются, то

m(s U 5) =  ms +  mS.

m (S  \ s) =  mS — ms.

Доказать эти утверждения в качестве упражнения.
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О п р е д е л е н и е  3. Д ля любого ограниченного множества G c R n 
число

mG =  sup ms, 
«с G

где sup берется по всем элементарным множествам s С G, называ­
ется нижней (или внутренней) мерой Жордана, а число

m G =  inf mS,
SOG

где inf берется по всем элементарным множествам S  О G, называ­
ется верхней (или внешней) мерой Жордана множества G.

У любого ограниченного множества G c R n существуют верхняя 
и нижняя меры Жордана, причем, очевидно,

О <  Ш р  <  mG <  +оо.

Так же очевидно, что если g С G, то

mg <  mG, mflf <  mG,

т.е. верхняя и нижняя меры Жордана обладают свойством моно­
тонности.

О п р е д е л е н и е  4. Ограниченное множество G точек п-мерного 
пространства Мп называется кз.мергшылс по Жордану, если его 
верхняя мера равна нижней мере, т.е. если mG =  mG. Общее 
значение этих мер называется мерой Жордана множества G  и 
обозначается mG.

Таким образом, если множество G измеримо, то 

mG =  mG =  mG.

Очевидно, любое элементарное множество измеримо по Жордан 
ну, и его мера Жордана равна его мере как клеточного множества.

П р и м е р  1. Замыкание А  любой n-мерной клетки А  измеримо 
по Жордану и т Д  =  т Д .

Действительно, пусть А  =  (a i;6 i] х ... х (an;6n], тогда А  =  
=  [ai;6i] х .. .  х [an;&n]- Рассмотрим n-мерные клетки

А * =

Очевидно,

А  С А  С Afc, т Д  <  т Д  <  т Д  <  т Д *  VЛ, lim т Д *  =  т Д .— “  к~¥ оо

Отсюда следует, что множество А  измеримо по Жордану и т Д = т Д .
Пр и мер 2. Множество Д* всех внутренних точек п-мерной 

клетки А  измеримо по Жордану и т Д *  =  тА.
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Действительно, пусть А  =  (aij&i] х ... х (an; &п], тогда Д* =  
=  (ar,&i) х ... х (an;6n). Рассмотрим n-мерные клетки

j  х . . .  х ^an;&n I к G N.

Очевидно, Д* С Д* С А ,

т Д к <  т Д *  <  т Д *  <  т Д  V fc, lim т Д *  =  т Д .
*-►00

Отсюда следует, что множество Д* измеримо по Жордану и т Д *  =  
=  т Д .

П р и м е р  3. Замыкание S  и множество S* всех внутренних точек 
любого элементарного множества S  измеримы по Жордану и

mS* =  mS  =  mS.

П р и м е р  4. Множество, состоящее из конечного числа точек, 
измеримо по Жордану и его мера равна нулю.

Доказать эти утверждения в качестве упражнения.

7.2. Свойства измеримых по Жордану множеств. Критерии 
измеримости ограниченных множеств. К а к и е §7 гл. 1,доказывается, 
что объединение, пересечение и разность любых двух измеримых по 
Жордану множеств являются измеримыми по Жордану.

Т е о р е м а  1. Если множества G\ и С?2 измеримы, то множе­
ства G 1 U G 2 и G\ П G 2 тоже измеримы и

m (Gi U G 2) +  m (Gi П G2) =  mG\ +  тО г-

С л е д с т в и е .  Если измеримые множества G\ и G 2 не пересе­
каются, то

m (Gi U G2) == ttiG i +  hiGj«

Т е о р е м а  2. Если .множества j  u G измеримы и д С G, то 
множество G \ g  тоже измеримо и

m (G  \ д) =  mG — т$ .

Доказательства этих теорем для множеств точек пространства 
Шп в случае произвольного п ничем не отличаются от доказательств 
соответствующих теорем в случае n =  1, которые были даны в §7 
гл. 1. Так же, как и в случае n =  1, доказывается следующий 
критерий измеримости ограниченных множеств.

Т е о р е м а  3. Для того чтобы ограниченное множество G  С К П 
было измеримо по Жордану, необходимо и достаточноу чтобы его 
граница dG была измерима и m dG  =  0.

В заключение докажем еще один критерий измеримости, кото­
рым удобно пользоваться при рассмотрении конкретных примеров.

д * =  ( “ ;6‘ - г
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Т е о р е м а  4. Для того чтобы множество G С Мп было изме­
римо, необходимо и достаточно, чтобы существовали две последо­
вательности { у * }  и { G * }  измеримых множеств таких, что

3kCGcGk V *  и lim m(Gk \у*)  =  0. (1)k-+oo

В этом случае

mG  =  lim mg к =  lim mGk •fc-*oo fc—юо (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если множество G  измеримо, то из опреде­
ления верхней и нижней мер Жордана (как точных граней соответ­
ствующих числовых множеств) следует, что для любого к G N су­
ществуют элементарные множествам* и S* такие, чтом*С G c S *  и

msk <  m G <  msk +  mSk -  ^ <  mG  <  m S*.

Последовательности элементарных множеств м* и S*, к Е N, 
удовлетворяют условиям (1) и (2).

Если же существуют последовательности {дк} и { G * }  измеримых 
множеств, которые удовлетворяют условиям (1), то

т у *  <  mG  <  mG  <  mGk V к,

О <  mG  -  mG <  mGk -  mgk =  m(G* \ y*).

А  так как m(G* \y*)  —► 0 при fc —» oo, то отсюда следует, что 
mG =  mG, т.е. множество G измеримо,

mgk <  mG <  mG* V fc,

и справедливы неравенства

0 <  mG* -  mG <  m(G* \ у*) V k,

0 <  mG -  my* <  m(G* \ gk) V *, 

из которых следуют равенства (2). Теорема 4 доказана.

7.3. Примеры измеримых и неизмеримых множеств. Напомним, 
что для любой функции / множество всевозможных пар {A f ; / (М )},  
где М  G D j,  называется графиком функции / и обозначается Г/. 
Очевидно, если D j  С К " ” 1, то Г/ C R " .

Л е м м а  1. Если функция / определена и равномерно непрерывна 
на ограниченном множестве D j,  то множество Г/ измеримо и 
т Г /  =  0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция / равномерно непрерыв­
на, то для любого е >  О существует 6е >  0 такое, что для любых 
точек М  и Л/', принадлежащих D f и удовлетворяющих условию 
|ММ'| <  6€у выполняется неравенство

| / (М )- / (М ')| < * .

Множество D j  ограничено, поэтому существует (п — 1)-мерная 
клетка А , содержащая D f. Разобьем А  на попарно непересека- 
ющиеся клетки, у которых длина любой диагонали меньше 6е, 
и через A i , . . . , A jv обозначим те из них, которые пересекаются 
с D/. В каждом множестве A j C\ D j  выберем некоторую точку 
Mj  и положим yj =  f { M j ) .  Тогда, очевидно, график сужения 
функции / на множество A j  П Df  содержится в n-мерной клетке

N _
Aj =  A j  х (yj -  e\yj +  е]. Следовательно, Г/ С |J Aj

N

mTf  <  У )  2gmAj =  2emA. 
i= i

А так как e может быть любым положительным числом, то т Г /  =  О, 
и поэтому множество Г/ измеримо по Жордану и тГ/  =  0. Лемма 
1 доказана.

С л е д с т в и е  1. График любой функции, определенной и непре­
рывной на компакте, имеет меру ноль.

Заметим, что ограниченность множества, на котором задана 
функция /, является необходимым условием измеримости по Ж ор­
дану множества Г/. Однако непрерывность функции / не является 
необходимым условием для этого. Например, функция Дирихле, 
определенная на отрезке [0; 1], разрывна в любой точке области 
определения, но ее график является измеримым по Жордану мно­
жеством на плоскости, и его мера равна нулю.

Л е м м а  2. Если множество В  С Kn_1 измеримо, то для любого 
h >  0 и любого а множество G  =  В  х [а; а +А] С Rn тоже измеримо 
и mG  =  h • тВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как множество В  измеримо, то суще­
ствует две последовательности {$* }  и {S * }  элементарных множеств 
таких, что

Sk С В  С Sk VAr и lim ms к =  lim mS* =  m fl.
k-¥ OO fc—ЮО

Из примеров, рассмотренных в п.6.1, следует, что множества 
дк =  sk х [а; а +  Л] и G k =  Sk х [а; а +  Л] измеримы, тдк =  Ams*, 
mGk — hmSk, и поэтому

lim mg к =  lim mGk =  Л • тВ.Л-их> к -too

А так как дк С G С G* VA, то множество G измеримо и mG =  h -т В . 
Лемма 2 доказана.
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Как обычно, множество G — Вх [а ;а+А ]  будем называть прямым 
цилиндром с основанием В и высотой А.

С л е д с т в и е  2. Прямой цилиндр конечной высоты с основанием 
меры ноль имеет меру ноль.

Из следствий 1 и 2 и критерия измеримости ограниченных 
множеств получаем следующее утверждение, которое описывает 
достаточно широкий класс измеримых множеств.

Пусть G  — ограниченное множество G  точек п-мерного про- 
странства, граница которого dG есть объединение конечного числа 
множеств, каждое из которых является частью графика функции, 
непрерывной на компакте, или частью цилиндра с основанием меры 
ноль. Любое такое множество G  C R ” измеримо по Жордану.

В конце рассмотрим примеры неизмеримых множеств.
• П р и м е р  1. Пусть Q  —  множество всех рациональных точек 

отрезка [0; 1]. Тогда множество G  =  Q  х Q  не будет измеримым по 
Жордану. Действительно, 8G  =  Д, где Aq  =  [0; 1] х [0; 1], поэтому, 
mdG  =  1. Следовательно, множество G  не имеет меры Жордана.

П р и м е р  2. Построим пример множества, которое является 
открытым и ограниченным, но не является измеримым по Жордану.

Множество Q из примера 1 счетное. Перенумеруем числа из 
этого множества: п ,  г г , . . . ,  гп, .. . и рассмотрим множество

где 0 <  е <  1/2.
Множество В  является открытым и ограниченным, но, как 

легко видеть,
00 2е

т В >  1, г =  2 е < 1 .

и поэтому оно не имеет меры Жордана.
П р и м е р  3. Построим пример ограниченной области, которая 

не измерима по Жордану.
Очевидно, на прямой такого множества не существует, так как 

область на прямой —  это интервал. Построим требуемое множество 
на плоскости.

Пусть В  —  множество на прямой, построенное в примере 2. 
Как и выше, доказывается, что множество В  х (0,1) является 
неизмеримым по Жордану, так как

т (В  х (0; 1)) >  1, т {В  х (0; 1)) <  1.

Множество В  х (0; 1) является ограниченным и открытым, но 
не является связным и, следовательно, не является областью. 
Рассмотрим множество G , являющееся объединением множества 
В  х (0; 1) и открытого прямоугольника (0,1) х (0;0,5). Множество 
G  является областью, но не будет измеримым по Жордану.
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7.4. Мера неограниченных множеств. Неограниченное множество 
G  точек «-мерного пространства Ж1 называется измеримым по 
Жордану в обобщенном смысле, если пересечение этого множества 
с любым ограниченным измеримым множеством g С К ” измеримо 
по Жордану. Тогда величина

m G  =  sup m (G flp ),
9

где sup берется по всем С К ", называется обобщенной мерой 
Жордана или просто мерой множества G.

Примерами неограниченных множеств, измеримых по Жордану 
в обобщенном смысле, являются все пространство Rn, любое его 
полупространство, внешность любого «-мерного шара, причем мера 
любого такого множества равна +оо. Любая гиперплоскость (пря­
мая в R 2, плоскость в R3) и любое множество на гиперплоскости 
является измеримым множеством пространства Rn, мера которых 
равна нулю. Данное выше определение эквивалентно следующему: 

Неограниченное множество G  С ® "  называется измеримым по 
Жордану в обобщенном смысле, если для любой «-мерной клетки 
А  множество G  П А  измеримо по Жордану. Тогда величина

m G — sup m (G  П A ) ,
А

где sup берется по всем «-мерным клеткам, называется мерой 
множества G\

Д ля произвольных множеств (ограниченных и неограниченных) 
справедливы следующие утверждения:

1. Если множества G  и G1 измеримы, то множества G U G *  и 
G O G '  тоже измеримы и справедливо равенство

m(G U G ') +  m (G П G ') =  mG  +  mG'.
2. Если множества G и g измеримы, то множество G \g  тоже 

измеримо. Причем, если g С G  , то
m(G \ g ) +  mg =  m G .

3. Множество G  измеримо тогда и только тогда, когда m dG =  0. 
Предлагается доказать эти утверждения в качестве упражнения.

Глава 7. Определенный интеграл
§ 1. Определение и критерии существования 

интеграла Римана
1.1. Разбиения промежутка на промежутки. В этом параграфе все 

рассматриваемые промежутки, как правило, являются конечными и 
непустыми, хотя это не всегда формулируется. В тех же случаях, 
когда эти условия существенные, они либо явно формулируются, 
либо легко видны из контекста.



О п р е д е л е н и е  1. Разбиением промежутка Д  называется лю­
бое конечное множество попарно непересекающихся промежутков 
Д х, . . . , Д аг, объединение которых равно Д.

Разбиение промежутка Д на промежутки Д х , . . . ,  Ддг будем обо­
значать г (Д )  или просто г  с разными индексами. Таким образом,

г (Д )  =  { Д х , . . ,  Д ат} .  (1)

Д ля определенности промежутки Дх , . . . ,  Ддг будем нумеровать сле­
ва направо. Так что, если a m b  —  концы промежутка Д, а х,*_х 
и Xi —  концы промежутка Д,*, то

а =  хо <  х\ <  .. .  <  хп =  Ь. (2)

Точки хо ,хх , . . . ,хп называются точками разбиения (1).
Очевидно, любой набор точек х<), хх, . . . ,  хп, удовлетворяющих 

условию (2), задает некоторое разбиение промежутка Д, причем в 
случае N  >  1 таких разбиений не одно, так как точки xx , . . . , x ;v - i  
являются концами двух промежутков разбиения и могут принад­
лежать любому из них.

Простейшим примером разбиения промежутка Д  с концами а и Ь 
является любое разбиение его на N  равных по длине промежутков. 
В этом случае точками разбиения являются точки

6 — а
х< =  а +  * =  0,1,.. .>N.

О п р е д е л е н и е  2. Разбиение г '(Д ) называется продолжением, 
разбиения г (Д ) ,  если любой промежуток разбиения г ; содержится 
в некотором промежутке разбиения г.
' Таким образом, любое продолжение разбиения г (Д )= {  Д i , . . . ,  Ддг}  
—  это объединение некоторых разбиений промежутков Д,* € г, 
i = l ,

Легко видеть, что если разбиение г ' —  продолжение разбиения 
г, а г  —  продолжение разбиения г ;/, то г ' —  продолжение разбиения 
тн. Отметим еще одно свойство разбиений промежутка.

Л е м м а .  Для любых двух разбиений заданного промежутка 
существует третье разбиение, которое является продолжением 
каждого из данных разбиений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что пересечение любых двух про­
межутков есть промежуток или пустое множество. Тогда, очевидно, 
для любых разбиений

Г '(Д ) =  Л А )  =  { д ; .......д ^ ' }

совокупность всевозможных непустых пересечений вида Д( П A j  
образует разбиение т(Д) ,  которое является продолжением как для 
г ;, так и для т;/. Лемма доказана.
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1.2. Интегральные суммы. Пусть на конечном промежутке А  за­
дана функция /(х), и пусть г  — некоторое разбиение промежутка А:

г  =  { А х , . . Ajv} .

Через m, и M i обозначим точные грани функции / на промежутке А,*:

m* =  inf / (х), M i =  sup / (х),
*€Д< х€Д<

а через |А»| —  длину промежутка А,-. Очевидно, если x,_ i и 
х,- —  концы промежутка А*, то |Д,*| =  х,-— x,_i ,  поэтому вместо А,- 
иногда будем писать Ах,*.

О п р е д е л е н и е  1. Д ля  функции /(х), х € А , и разбиения 
г (Д )  =  { A i , . . . ,  A n }  суммы jeS

N N

E ^ i^ i  и 5> i* i 
«=1 *=1

называются интегральными суммами Дарбу (соответственно, ниж­
ней и верхней) и обозначаются s (/ ;r ) и 5 (/ ;т ).

Очевидно, что для любой функции / (х), х Е А, и любого 
разбиения г (А )  справедливо неравенство

* (/ ; r )< 5 (/ ; r ) .  (1)

Докажем еще несколько свойств интегральных сумм Дарбу.
Л е м м а  1.* Если разбиение г '(Д ) является продолжением раз­

биения г (Д ) ,  то

s ( f y ) > s ( f - , r ) ,  S (/ ; r ' )< S (/ ; r ) .  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что разбиение г ' можно по­
лучить из разбиения г  за конечное число шагов, в каждом из 
которых один из промежутков делится на два непересекающихся 
промежутка.

Пусть, например, промежуток А * разделен на два непересека­
ющихся промежутка A и Д,*3. Тогда, если m,-, mtl и т,-3 — 
точные нижние грани функции / на A,-, A и Д,*3 соответственно, 
то, очевидно, гп{х >  т,*, т * 3 >  т ,  , и поэтому

т<|Д<| =  +  |Д<3|) <  +  т <3|Д,-3|.

Таким образом, при делении на два непересекающихся про­
межутка одного из промежутков разбиения нижняя сумма Дарбу 
может только увеличиться. Отсюда и следует первое из нера­
венств (2). Второе неравенство доказывается аналогично. Лемма 1 
доказана.



Л е м м а  2. Для любой функции f { x ) ,  х G Д, ti любых разбиений 
т '(Д ) и г " (Д )  справедливо неравенство

* (/ ; r ' )< S (/ ; r " ) -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как известно, для любых разбиений т '(Д ) 
и г " (Д ) существует разбиение г (Д ), которое является продолжением 
и для г', и для г ". Тогда

8( f y ) < 8( f\T) < s ( f ' ,  T ) < s ( f y %

где использованы сначала первое из неравенств (2), затем неравен­
ство (1) и, наконец, второе из неравенств (2). Лемма 2 доказана.

Кроме интегральных сумм Дарбу, будем рассматривать еще 
интегральные суммы Римана.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть задана функция / (х), х G Д, и неко­
торое разбиение г  =  {Д ь  .. . ,  Длг} промежутка Д. Тогда сумма

1=1

где & G Д|, называется интегральной суммой Римана функции f  
и обозначается <т(/;г) или <г(/;г;£), где £ =  (£i,..

Очевидно, для любого разбиения г (Д )  =  { Д ь  . . . ,  Д//} справед­
ливы неравенства
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®(/;г ) <  <  S ( f  ; т)

при любом выборе точек £,■ G Д*. Кроме того,

*(/ ;V ) =  inf <г(/;т;^), S (/ ;r ) =  supo-(/; г;£ ).

1.3. Интеграл Римана. Выше было доказано, что для любой 
функции / (х), определенной на конечном промежутке Д, и для 
любых разбиений т ' (Д )  и г " (Д ) справедливо неравенство

8( f ' y ) < S ( f y ‘ ).

Отсюда следует, что

sup a( f  ; т) <  inf 5(/; г ), (1)
Т Т

где sup и inf берутся по всем разбиениям г  промежутка Д. Дей­
ствительно, фиксируя г 11 и меняя г', получим неравенство

sup s(/ ; г ) < S (/ ; " )  V r ",
Т

а из него —  неравенство (1).
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О п р е д е л е н и е  1. Точные грани вир«(/ ;т ) и in fS (/ ;r ) называ-
Г т

ются интегралами Дарбу (соответственно, нижним и верхним) от 
функции f  по промежутку Д  и обозначаются «/(/) и 7 ( f ) .  Таким

1 ( f )  =  supe(/; т), J { f )  =  inf 5(/; г),
Т т

причем J (/ ) <  J (/ ) для любой функции /, определенной на конеч­
ном промежутке А .

О п р е д е л е н и е  2. Бели интегралы Дарбу от функции / по 
промежутку А  конечны и равны между собой, то функция / 
называется интегрируемой по Риману на промежутке А , а число

j(f)=K/)=j(f)
называется интегралом Римана от функции f  по промежутку А  

и обозначается J f ( x ) dx .

А
Из этого определения следует, что если функция / интегрируема 

на промежутке А , то

* (/ ;г ) <  J / (* ) <** <  5(/; г ) V r (A ).
А

Заметим, что интеграл от функции / не зависит от того, 
как обозначена независимая переменная, так что вместо х можно

писать любую другую букву. Иногда интеграл J f ( x )  dx обозначают

f  Дкороче —  / fdA.  Последнее обозначение предпочитают в теории

криволинейных и кратных интегралов.
П р и м е р  1. Функция / (х ), х G А , определенная на промежутке 

А , называется ступенчатой, если существует разбиение г  (А )  =  
=  { A i , . . . , A j v }  такое, что

/ (х )= с ,-  Vx G A i, i = l

Очевидно, ступенчатая функция / интегрируема на любом ко­
нечном промежутке А  и

N

/ ( » ) & *  с|д,|.
ts s l

В частности, если функция / отлична от нуля лишь в конечном 

числе точек, то J / (х ) dx =  0.

/
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П р и м е р  2. Функция Дирихле не интегрируема по Риману на 
любом конечном промежутке Д, у которого |Д| >  0, так как

* (/ ;г ) =  0, 5 (/ ;г ) =  |Д|

для любого разбиения г (Д) .
П р и м е р  3. Д ля  любого промежутка Д и любого числа Т  через 

Д +  Т  обозначим промежуток, который получается из Д  сдвигом 
на Т, т.е. Д  +  Т  —  это множество всех х +  Т, где х Е Д.

Рассмотрим периодическую функцию / с периодом Т  и некото­
рый промежуток Д  С D j.

Очевидно, любому разбиению г (Д )  =  {Дх , . . . ,Ддг }  промежут­
ка Д соответствует разбиение г (Д  +  Т )  =  {Дх -f Т , . . . ,  Д ^  +  Т }  
промежутка Д  +  Г  и наоборот, причем

• ( / ; г ( Д ) )  =  . ( / ; г ( Д  +  70 ),

5 (/ ;г (Д ))  =  5 (/ ;г (Д  +  Г )),

Поэтому, если / интегрируема на промежутке Д, то она интегри­
руема и на Д +  Т  и

J f ( x )  dx =  J f { x )dx .

Д+Т А

Т е о р е м а  1. Если функция / интегрируема на промежутке Д, 
то она ограничена на Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  { Д х , . . . ,  Ддг} —  некоторое раз­
биение промежутка Д. Тогда, если функция / является неограни­
ченной сверху на Д, то она не ограничена сверху, и на некотором 
промежутке Д,- Е г, у которого |Д,| >  0. Таким образом, если 
функция / является неограниченной сверху, то 5(/; г ) =  +  оо V г, 
и поэтому / не будет интегрируемой на Д.

Аналогично доказывается, что если / является неограниченной 
снизу, то s (/ ;r ) =  — ooVr, и поэтому / не будет интегрируемой наД. 
Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Для того чтобы функция f { x ) ,  х Е Д, была инте­
грируема по Риману на промежутке Д, необходимо и docmamo4nof 
чтобы выполнялось условие:

V e > 0  З г ( Д ) :  5(/; т) -  •(/; г ) <  е. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Бели функция / интегрируема на проме­
жутке Д, то, согласно определению, для любого е >  0 выполняются 
условия:

Эге' (Д ) :  J ( f ) ~  ! < * ( / ; < ) <  J ( f ) ,

З г"(Д ): +  l
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Через гс обозначим разбиение, которое является продолжением 
разбиений г ' и т ';. Тогда

•(/; О  <  *(/; Г с )  <  5 (/ : г ,) <  5(/; г " ).

Следовательно,

т  - \ <  • ( / ;  Г с )  <  S ( / i  Г . )  <  7( Л  + 1 ,

и поэтому для гс(Д ) выполняется условие (2).
Пусть теперь функция / на промежутке Д  удовлетворяет усло­

вию (2). Тогда

s U \ r ) < l { f ) < J { f ) < S ( f ^ T ) i

и поэтому J ( f )  — J [ f )  <  е для любого е >  0. Следовательно, 
J ( f )  =  «£(/) т.е. функция / интегрируема на промежутке Д. 
Теорема 2 доказана.

Доказанная теорема называется критерием Римана интегриру­
емости функции. Во многих случаях ее удобно формулировать в 
терминах колебания функции на множестве.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть заданы функция / и некоторое мно­
жество д С D/. Тогда разность

sup / ( * ) -  inf f ( x )
х£д *€$

называется колебанием функции f  на множестве д и обозначается

Т е о р е м а  2'. Для того чтобы функция /(х), i  6 Д, была 
интегрируема на промежутке Д, необходимо и достаточно, чтобы 
для любого е >  0 существовало разбиение г (Д )  =  { Д 1, . . . , Д ^ }  
такое, что

N

5 > (/ ;Д ,)| Д < | < е .
1 = 1

С л е д с т в и е .  Для того чтобы функция f ( x J, х Е Д, была 
интегрируема на промежутке Д, необходимо и достаточно, чтобы 
существовала последовательность разбиений тъ(Д), & Е N, такая, 
что

lim (S(/; т*) -  s(/; т*)) =  0. (3)

В этом случае



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (3) следует сразу условие (2). 
Если же выполнено условие (2), то, полагая е =  1/jfe, где к =  
1,2,3,... построим последовательность разбиений 7*(Д ), для которой 
выполняется условие (3). Наконец, равенства (4) следуют из того, 
что

О <  <  S ( f  ; Тк) - s ( f ] T k ) - >  О,

О <  5(/; п )  -  J ( f )  <  S ( f ; т*) -  *(/; п )  ->  О

при к оо. Следствие доказано.

1.4. Плошддь криволинейной трапеции. Из определений меры 
Жордана и интеграла Римана вытекает следующий критерий ин­
тегрируемости неотрицательной функции.

Т е о р е м а .  Для того чтобы неотрицательная функция /(ж) 
была интегрируема по Риману на промежутке Д  С D j,  необходимо 
и достаточно, чтобы множество

G = { ( x - , y ) :  х € Д ,  0 < у  < / ( * ) }  (1)

было измеримо по Жордану. В этом случае

mG  =  J f ( x ) dx .  (2)

A

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  { A i , . . . ,  Ддг} — некоторое раз­
биение промежутка Д. Построим множества

N N

gr =  U  Д,- X (0; m i), Gr =  Д< х  [0; М ,], (3)
• = 1 ' 1 = 1

где
т,- =  inf /(ж), Mi  =  sup /(ж).

*€Д. ®еД.

Э т и  м нож ества изм ерим ы  по Ж о р д а н у ,

9г С G  С Gr и тдТ =  $(/; г ), mGr =  5(/; г).

Тогда
s(/ ; т) <  mG <  mG <  S[f\ т),

причем эти неравенства выполняются для любого разбиения г (Д) .  
Следовательно, _

J ( f )  < r n G < m G <  J(/),

и поэтому если функция / интегрируема на Д, то множество G  
имеет площадь и справедлива формула (2).

Докажем теперь, что если множество G  измеримо по Жордану, 
то функция / интегрируема по Риману на Д.
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Из измеримости множества G  следует, что для любого е >  О 
существуют элементарные множества s и S такие, что

s С G  С S  и mS — ms <  е.

Рассмотрим первые координаты вершин клеток из s и S. Они 
производят некоторое разбиение г  промежутка Д. Д ля  этого 
разбиения построим множества д т и G T (см. (3)). Тогда

8 С 9т С G  С Gr  С 5, 

ms <  $(/; г ) <  5(/; т) <  mS,

и поэтому
S( f ;  г ) -  «(/ ; г ) <  m5 - m s  <  е.

Таким образом доказано, что функция / на Д удовлетворяет 
условию интегрируемости. Следовательно, функция / интегрируема 
на Д и справедлива формула (2). Теорема доказана.

Множество (1) называется криволинейной трапецией, соответ­
ствующей функции / на промежутке Д. Теперь доказанный кри­
терий интегрируемости можно сформулировать так:

Неотрицательная функция / интегрируема по Риману на про­
межутке Д  С D f тогда и только тогда, когда соответствующая 
криволинейная трапеция измерима по Жордану.

1.5. Интеграл Римана и последовательности разбиений, мелкость 
которых стремится к нулю. В теории интеграла Римана особую роль 
играют последовательности разбиений, мелкость которых стремится 
к нулю.

О п р е д е л е н и е  1. Точная верхняя грань расстояний между 
любыми точками множества g называется диаметром множества 
g и обозначается diamgr.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть г =  {Д 1, . . . ,Ддг}  —  некоторое разби­
ение конечного промежутка Д. Тогда число, равное тахё1 атД ,‘ ,

*
называется мелкостью разбиения г  и обозначается |г|.

Т е о р е м а .  Если функция / интегрируема на промежутке 
Д  CGC D f, то для любой последовательности разбиений ть(Д ),
k G N, у которой lim |т% | =  0, имеют место равенства 

*-►00

lim s ( f , T k )  =  lim S (/ ;t* )  =  f f ( x ) d x .  (1)
k-¥00 *->oo J

A

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

« (/ ;* * ) <  J { f )  <  s{ f ,Tk)  v * .
то для доказательства равенств (1) достаточно показать, что 

lim (5 (/; т*) -  *(/; т*)) =  0.
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Пусть т* =  { Д { , . . .  .Ддг*}. |т*| =  О,

(2)

Докажем, что lim =  О*
fc-400

Так как функция / интегрируема на промежутке А , то она 
ограничена на А , т.е.

Э М : |/(*)| < М  V x e A ,

и для нее выполняется условие

V e >  О Згс( Д ) :  5 (/ ;rc) -  s (/ ;re) <  е.

Пусть те =  { A f , . . . , A ^ } .  Тогда сумма (2) разбивается на две 
суммы:

где Ylk —  сумма по всем А *, которые не содержатся ни в одном 
из A j  € r€t a J2V —  сумма всех остальных слагаемых.

Сумма содержит не более N e слагаемых, и для каждого из 
них справедливо неравенство

где внутренняя сумма —  это сумма по всем промежуткам А * С AJ, 
а если таких промежутков нет, то она равна нулю.

Очевидно, если A * С AJ-, то u>(/; Д£) <  w(f\ AJ), и поэтому

А  так как промежутки А * (при фиксированном к) не пересе­
каются, то

ь ,(/ ;Д $ )|Д ?|<2Л #Ы

Следовательно,

Д ля оценки второй суммы заметим, что

£  |д?|<|д$1-
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Следовательно,

N.

£ Г ^ 1 > ( /;Д5)1А51<е-
i= i

Таким образом, для любого к справедливы неравенства

о < £ к < ш л г , м  +  е.

Из них следует, что

О <  Hm V  <  lim V '  <  е
к—too ^  k - t o o ^ k

для любого е >  0, и поэтому lim У \  =  0. Теорема доказана.
к-too

Доказанная теорема и критерий интегрируемости позволяют 
сформулировать следующее утверждение:

Для того чтобы функция f  была интегрируема по Риману 
на промежутке Д  С D/, необходимо и достаточно, чтобы для 
некоторой последовательности разбиений т* (Д) , k Е N, у которой 
lim |тъ| =  0, выполнялось условие

k-too

(5 (/; т>) - « ( / ;  п ,)) =  °. (3)

В этом случае это условие выполняется для любой после­
довательности разбиений т*(Д ), к € N, у которой lim |ть| =г 0.

k-too
Причем

lim *(/; п )  =  lim S(/; n ,) =  f / (* ) dx, (4)
к—too к—too J

fclim J f { x )dx .  (5)

A

Так как равенства (3), (4), (5) выполняются для любой последо­
вательности разбиений ть(Д ), к Е N, у которой lim |г*1 =  0, то

к-too
пишут

Ijm (S (/ ;r ) - s ( / ; r )) = ° ,
|т|—ю

lim «(/ ; г )  =  lim 5(/; т) =  f  f ( x )  dx,
|т|-»0 |г|-*-0 J

д

lim а (/ ;г ;0  =  [  f ( x ) dx .
|т|-*0 J

Д

Последнее равенство очень часто берется за определение инте­
грала Римана.
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§ 2. Свойства интегрируемых функций 
и определенных интегралов

2.1. Свойства интегрируемых функций. Напомним, что интегри- 
руемость по Риману рассматривается только для функций, опреде­
ленных на конечных промежутках. Поэтому все рассматриваемые 
далее промежутки конечные.

Т е о р е м а  1. Если функция f  интегрируема на промежутке Д, 
то она интегрируема и на любом промежутке Д ; С Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г*, k € N, —  некоторая последова­
тельность разбиений промежутка Д ;, у которой lim \ri\ =  0, а

Tfc-Ю О

Tk —  разбиение промежутка Д  такое, что т* С Тк и |г*| <  |т£|. 
Тогда

s(f;  тк) -  *(/;К )  < 5(/;тк) -  *(/;**) -»• о
при к —► оо. Следовательно, если / интегрируема на Д, то она 
интегрируема и на Д ; С Д. Теорема 1 доказана.

Т е о р е м а  2. Пусть объединение промежутков Д ' и Д "  есть 
промежуток Д. Тогда, если функция / интегрируема на Д ; и на 
Д ", т о  она интегрируема и на Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, достаточно рассмотреть случай, 
когда Д ; ф Д  и Д "  ^  Д. В этом случае разность Д ,; \ Д ' =  Д ,/; 
есть промежуток, причем промежутки Д ' и Д ;"  не пересекаются 
и Д ' U Д '"  =  Д. Пусть г* и г*", к е  N, —  последовательности 
разбиений промежутков Д ' и Д ;//, причем такие, что |т'к\ —► О 
и |т'"| —► 0 при к оо. Очевидно, т* =  т*к U т£" — разбиение 
промежутка Д. Тогда

S(f\n )  -  • (/ ;* ) =  ( 5 ( / ; -  •(/;т*)) +  (5(/;т*") -  .(/ ;т*")) -► О
при к —► 0, так как функция / интегрируема на Д ' и на Д ", а 
поэтому и на Д '"  С Д "  (см. теорему 1). Теорема 2 доказана.

Т е о р е м а  3. Если функция f  интегрируема на промежутке Д, 
то и |/| интегрируема на Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

Н / М -  1/ЫН <  1/(*1) -  /(*2)1 <  «(/ ; А ')
для любых и ®2 из Д ' С Д, то и>(|/|;Д') <u>(/; Д ') для любого 
промежутка Д 'С  Д.

Пусть разбиения т*(Д ) =  { Д * , . . . , Д ^ } ,  к G N, такие, что 
|т*| —► 0 при к —► оо. Тогда

5>(1/1; Д?)|Д?1 < J > (/ : д?)|д?| -► °
i= l  i= l

при к о с .  Теорема 3 доказана.
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Т е о р е м а  4. Если функция f  интегрируема на промежутке А  
и | / (s | > c > 0  V x e A ,  то и функция 1// интегрируема на А .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как

1

/(«о
1

/(*2)

для любых Х\ и х2 из А ' С А , то

для любого промежутка А ; С А . Отсюда, как и при доказательстве 
теоремы 3, следует, что функция 1// интегрируема на А . Теорема 4 
доказана.

Т е о р е м а  5. Если функции f u g  интегрируемы на промежутке 
А,  то функции f ± g  и fg  тоже интегрируемы на А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что

<*>(/ ±  д ; Д ')  <  w (/; Д ')  +  Ц $ ;  Д ')

для любого промежутка А ' С А . Отсюда, как и выше, следует 
интегрируемость функций f ± g  на А.

Д ля  доказательства интегрируемости функции fg  оценим ее 
колебание на А ' С А  через колебания функций / и д.

Так как функции / и д интегрируемы на А , то они ограничены 
на А . Пусть

|/ (х )|<м , \ д ( х ) \ < м  V x g A.

Тогда

\f ( * i ) g{xi )  -  / (* 2Ы * 2)| <  M\f ( x i )  -  f { x 2) | +  M\g(xi )  -  0 (x 2) j <
<  Mu){f\ A ;) -I- Mu){g\ A ;)

для любых xi и x2 из А ' С А , и поэтому

« (/ * ;  д ;) <  ДО +  М Ц я ; Д ;)

для любого промежутка А ' С А . Отсюда, как и выше, следует, что 
функция fg  интегрируема на А . Теорема 5 доказана.

Т е о р е м а  6. Если функция f  ограничена на конечном интервале 
(а; 6) С Df и интегрируема на любом отрезке [а\/3] С (а; 6), то она 
интегрируема и на (а; 6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть |/(х)| <  М  Vx € (а ;6). Тогда для 
любого е >  0 существует отрезок [а;/?] С (а ;Ь) такой, что

2 М { а - а )  +  2 М { Ь - 0 )  <
А
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Так как функция / интегрируема на [а ;0], то существует разбиение 
т— { A i , . . . , A jv}  отрезка [а ;0\ такое, что

53Ч/;Д,-)|Д,-|< \- 
1=1

Очевидно, промежутки Д 1, . . . , Ддг и До =  (а ;а ), Длг+i =  (0;Ь)  
образуют разбиение интервала (а; 6), причем такое, что

ЛГ+1 * «г
53о»(/;Д<)|Д,| <  g +  2 = е -

Следовательно, функция / интегрируема на интервале (а;Ь). Теог 
рема 6 доказана.

П р и мер. Функция /(х) =  sgn интегрируема на любом

конечном интервале вида (0;а).
Действительно, она ограничена на (0; а) и ступенчатая на любом 

отрезке [а;/?] С (0;а). А  так как ступенчатая функция интегрируе­
ма, то данная функция интегрируема на (0;а).

2.2. Классы интегрируемых функций. В доказательствах сле­
дующих теорем через 7* =  { A f , . . . ,  A ^ fc} , к G N, обозначается 
произвольная последовательность разбиений отрезка [а; 6], у кото­
рой |т*| —> 0 при к —> оо. В частности, за 7* можно взять разбиение 
отрезка [а; 6] на к равных по длине промежутков.

Т е о р е м а  1. Если функция f  непрерывна на отрезке [а,Ь], то 
она интегрируема на [а; 6].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что

где и>/(|ть|) —  модуль непрерывности функции / на отрезке [а ;6]. 
Так как / равномерно непрерывна на отрезке [а; 6], то

lim а>/(|т*|) =  0.

Поэтому

i= l

при к оо. Теорема 1 доказана.
С л е д с т в и е  1. Если функция f  ограничена и непрерывна на 

конечном интервале (а;Ь), то она интегрируема на (а;Ь).
Действительно, по теореме 1 она интегрируема на любом отрезке 

[о; 0] С (а; 6), а тогда по теореме 6 из п.2.1 она интегрируема на (а; Ь).
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С л е д с т в и е  2. Если функция / ограничена и кусочно-непрерывна 
на конечном промежутке Д, то она интегрируема на Д.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и Ь —  концы промежутка Д, 
причем а <  6, и пусть функция / на интервале (а; 6) имеет только 
одну точку разрыва с С (а; 6), т.е. она непрерывна на интервалах 
(а; с) и (c;J). Тогда, согласно следствию 1, она интегрируема на 
(а; с) и (с; 6), а следовательно, и на Д.

Случай большего числа точек разрыва функции / сводится к 
предыдущему. Следствие 2 доказано.

Т е о р е м а  2. Если функция / монотонна на отрезке [а ;6], то 
она интегрируема на [а, 6].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что у любой монотонной функции 
/ сумма колебаний на непересекающихся промежутках Д* С [а;Ь] 
не превосходит колебания функции / на отрезке [а; 6]. Поэтому

Nk

1 > ( / ; Д ? ) < 1 / ( * ) - / ( « ) 1
i=l

и, следовательно,

Nk

5 > ( / ;  Д?)|Д?1 <  Ы  • 1/(6) -  / ( « ) ! - ♦  о
i=l

при к оо. Теорема 2 доказана.
С л е д с т в и е  3. Если функция f  ограничена и монотонна на 

конечном интервале (а; 6), то она интегрируема на (а; 6).
С л е д с т в и е ^  Если функция / ограничена и кусочно-монотонна 

на конечном промежутке Д, то она интегрируема на Д.

П р и м е р  1. Функция /(ж) =  s in -  интегрируема на любом
ж

промежутке вида (0;а].
Действительно, она ограничена на (0; а] и непрерывна на любом 

отрезке [а;/3] С (0; а].
П р и м е р  2. Функция /(ж) =  (1/ж) -  [1/ж], где [1/ж] —  целая 

часть числа 1/ж, интегрируема на любом промежутке вида (0;а].
Действительно, она ограничена: |/(ж)| <  1, и интегрируема на 

любом отрезке [а;/?] С (0 ;а], так как на любом таком отрезке она 
кусочно-монотонна (и кусочно-непрерывна).

В конце приведем пример интегрируемой функции, не принад­
лежащей ни одному из рассмотренных выше классов функций.

П р и м е р  3. Рассмотрим так называемую функцию Римана /(ж), 
которая определяется следующим образом: /(ж) =  0, если ж ирра­
циональное или ж =  0, и /(ж) =  1 /q, если ж рациональное, ж ф 0 
и ж =  pfqt где. р —  целое, a q —  натуральное, причем дробь p/q 
несократимая. Докажем, что эта функция интегрируема по Риману 
на любом отрезке [а; 6].
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Для любого е >  0 существует лишь конечное число N t рацио­
нальных точек отрезка [а; 6], у которых ^ >  е. Поэтому у любого
разбиения г  =  { Д х , . . . ,  Ддг} отрезка [а; 6] существует не более N e 
промежутков, на которых колебание функции / больше е. Кроме 
того, w(/; Д ,) <  1 на любом промежутке Д*. Следовательно,

N

^w(/;A,)|Aj| <  Ne|r| +  е(Ь -  а),
1 =  1

и поэтому функция / интегрируема на [а; Ь].

2.3. Свойства линейности, аддитивности и монотонности инте­
грала. Ранее было доказано, что если функция / ступенчатая 
на промежутке Д, т.е. существует разбиение г(Д) =  {Дх,...,Ддг} 
такое, что f (x )  =  с,- Var Е Д,, то

В частности, если f ( x )  ф 0 лишь в конечном числе точек на Д, то

J  f { x )  dx =  0.

л

Т е о р е м а  1 (Свойства линейности интеграла). Если функции 
f u g  интегрируемы на промежутке Д, то для любых постоянных 
А и В  справедливо равенство

J ( j4/(x ) +  B g (x ) j  dx =  A j  f ( x )  dx +  B J $(x) dx. (1)

Д Д Д

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { т * }  —  последовательность разбие­
ний промежутка Д, у которой |т*| —> 0 при к —У оо. Тогда

<т(Л/ +  Bg\ Tk) =  Л<т(/; п )  +  В<т{д\ т* ).

Отсюда в пределе при к -+  оо получаем формулу (1). Теорема 1 
доказана.

Из формулы (1) следует, что если интегрируемую функцию 
изменить в конечном числе точек, то интеграл от нее не изменится.

Т е о р е м а  2 (Свойство аддитивности интеграла). Пусть про- 
межуток Д  есть объединение непересекающихся промежутков Д ; 
и Д ". Тогда, если функция f  интегрируема на Д, то

J / (х ) dx =  J / (х ) dx +  J f (x )  dx. (2)

Д Д' Д»
9— 1402
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { г * }  и {тЦ} —  последовательности 
разбиений промежутков Д ' и Д " такие, что |т̂ | —> 0 и |т£'| —> 0 при 
к оо. Очевидно, 7* =  т*к U г* —  разбиение промежутка Д, и

* (/ ; **) =  * (/ ; rk) +  ° ’(/ ;**')•

Отсюда в пределе при к —у оо получаем равенство (2). Теорема 2 
доказана.

Из формулы (2) следует, что если интегрируемую на интервале 
(а; 6) функцию / как-то доопределить в точках а и 6, то интегралы 
от / на промежутках (а; 6), [а ;6), (а ;6], [а ;6] равны. Поэтому все

6

эти интегралы обозначают dx.

а
Т е о р е м а  3. (Свойство монотонности интеграла). Если функции 

f u g  интегрируемы на промежутке Д и f (x )  <  д (х ) Vx £ Д, то

I  f ( * )d x  <  1 9 (х ) dx. (3)

А А

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть { г * }  —  некоторая последователь­
ность разбиений промежутка Д, у которой |т>| — 0 при к —> оо. 
Тогда

< r (f ;n )  <  <г{д;тк)-

Отсюда в пределе при к -+ оо получаем неравенство (3). Теорема 3 
доказана.

С л е д с т в и е  1. Если функция / интегрируема и неотрицатель­

на на промежутке Д, то f  f (x )d x  >  0.

А
С л е д с т в и е  2. Если функция f  интегрируема на промежутке 

Д, то

<  j\ f{x )\ d x . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из интегрируемости функции / следует 
интегрируемость и функции |/|. А так как

- | / ( * )1  </(*)< 1/(*)1 **€Д,
то, в силу монотонности интеграла,

-J \f{x )\dx<  J f (x )d x  <  j  |/(x)|d®,
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что и доказывает неравенство (4).
С л е д с т в и е  3. Если функция f  интегрируема на промежутке 

А  и т <  / (х) <  М  Vx € А , то

m|A| <  J f (x )d x  <  М |Д|. 

д

Т е о р е м а  4. Если функция / непрерывна на отрезке А , а 
функция д неотрицательна и интегрируема на А , то

€ Д : J f (x )g (x )  dx =  /(£) J д (х ) dx. (5)

д д

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если

т =  inf / (* ), М  =  sup / (* ),
*€Д , €д

то т д(х) <  f (x )g {x ) <  М д (х ) Vx € Д, и поэтому 

mJ(flf) <  J(/5f) <  М 7 Ы ,

где J($) и 7(/у) —  интегралы от д и fg  на А .
Если 7($) =  0, то, очевидно, J (fg )  =  0 и формула (5) справед­

лива для любого £ € А.
Если же 7(<?) >  0, то

m 5  w J ( M  -

а так как функция / непрерывна на отрезке А, то она на А  
принимает все значения из отрезка [т ;М ],  и поэтому

3<€А: Щ « м  =  т -

Теорема 4 доказана.
С л е д с т в и е  4. Если функция / непрерывна на отрезке А , то

€ А  : J f ( x )d x ^ m \ A \ .

Л

Это утверждение получается из теоремы 4 в случае, когда 
д (х ) =  1 на А .

Теорема 4 и следствие 4 называются интегральными теоремами 
о среднем.

9*
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2.4. Интеграл по ориентированному промежутку. До сих пор
мы рассматривали определенные интегралы по промежуткам. На­
пример, если функция /(ж) определена на отрезке Д =  [а; 6], то 
говорили об интеграле от функции / на отрезке А  и этот интеграл

6

обозначали
/ '  о

dx. Обычно его обозначают J f (x )d x  и говорят,

что это есть интеграл от функции /(ж) по dx от а до 6, т.е. по 
отрезку Д  от точки а до точки Ь. Аналогично этому можно и удобно 
рассматривать интегралы по отрезку Д  от точки 6 до точки а.

О п р е д е л е н и е .  Д ля  любого конечного промежутка Д с кон­
цами в точках а и Ь, а <  6, и любой интегрируемой на Д функции

/ число J  f (x )d x  называется интегралом от функции f (x )  по dx

от а до b и обозначается J / (* ) dx, а число

а А
интегралом от / по dx от Ь до а и обозначается

“ /  f {x )d x

f m

называется

dx.

Таким образом, по определению, если Д  =  [а; 6], то

6 а
J  f (x)  dx =  J  f (x)dx =  -  J  f (x )d x .

a A 6
Эти интегралы называются интегралами по ориентированному про- 
межутку Д (одна ориентация —  от точки а до точки Ь, а другая —  
от точки Ь до точки а).

Сформулируем основные свойства интегралов по ориентированным 
промежуткам, которые являются естественными обобщениями соот­
ветствующих свойств интегралов, рассмотренных в п. 2.3 и 2.4.

Т е о р е м а  1. Если функции f u g  интегрируемы на промежутке 
Д, то

о

dx =  A  J  /(ж) dx +  В dx (1 )
а а а

для любых постоянных А  и В и любых а и Ь из промежутка Д.
Т е о р е м а  2. Если функция / интегрируема на промежутке Д, 

то
ь с ь

J  f (x)dx +  J  f(x)dx (2)
а а с

для любых а, Ь, с из промежутка Д.
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Т е о р е м а  3. Если функция / непрерывна на промежутке Д, а 
функция д интегрируема и не меняет знака на Д, то для любых a ub 
из промежутка Д существует лежащее между а и Ь и такое, 
что

ь ь

J / (* )$ (* ) dx =  /(О  J g{x ) dx. (3)
а а

В частности, если g (x ) =  1, то

ь

/  f (x )d x  =  № ( b - a ) .  (4)
а

Подчеркнем» что в равенствах (1)» (3) и (4) точки а и 6 выбираются 
из промежутка Д произвольным образом» т.е. возможны все три 
случая: а <  6, а =  Ь, а >  6. В равенстве (2) точки а, 6 и с* 
выбираются из Д тоже произвольным образом» т.е. возможны все 
шесть случаев: a < b < c ) а < с < 6 ,  b < а  < с  и т.д.

Все эти утверждения следуют непосредственно из соответству­
ющих теорем из п.2.3. Предлагается доказать их в качестве 
упражнения.

2.5. Определенный интеграл как функция верхнего (нижнего) 
предела. Д ля любой функции /, определенной и интегрируемой 
на промежутке Д, функция

F ( x )  =  j  f { t )  dt, x € Д, (1)
С

где с € Д, называется интегралом с переменным верхним пределом, 
а функция

с
Ф(х) =  Jm dt, х € Д, (2)

X

—  интегралом с переменным нижним пределом.
Очевидно, Ф (х) =  — F (x )  Vx 6 Д. Поэтому ограничимся рассмо­

трением только интегралов с переменным верхним пределом.
Т е о р е м а  1. Если функция / интегрируема на промежутке Д, 

то функция (1) на Д удовлетворяет условию

|F(x2) — F(xi)| <  ll/у • |х2 -  хх| V x i , x 2 G Д,

где Ц/ll =  sup |/(x)|.
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Действительно, для любых х\ и а?2 из Д  имеем:

а?з
|F(x2) - F ( x1)| =  '

*1

■ J  № & =
с

?
г3/»

у / ( < ) л < / |/(<)|Л
J

Wi

С л е д с т в и е  1. Если функция f  интегрируема на промежутке 
А , то функции (1) и (2) непрерывны на А .

Заметим, что теорему 1 можно сформулировать и так: Если 
функция / интегрируема на промежутке А , то

<11/11 -|Д'|

для любого промежутка А ' С А .
Действительно, если х\ и ®2 —  концы промежутка А ', то, 

очевидно, |Д'| =  |х2 — х\\ и

f  f { x ) d x
J

=
J

|Д' Pi

Т е о р е м а  2. Если функция / интегрируема на промежутке А  
и непрерывна в точке хо Е А , то функция (1) в точке хо имеет 
производную и F '(x о) =  /(хо).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х € А , А х  =  х — хо и A F  =  F (x )  — 
- F ( x 0). Тогда, если х ф хо, то

X X

Го *0

И поэтому

г

/ ( / ( * ) - / ( * » ) )  Л  •
Го

Так как функция / непрерывна в точке х0, то

V e > 0  3 < f > 0 :  Ух€Об(х0)ПД |/(х) -  /(х0)| <  е.

A F 1
|Дх|

(3)
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Отсюда и из равенства (3) следует, что

A  F  т, ч 1
X
Г

-  |Дж| / • *
*0

для любого х ЕО*(яо) П Д, и поэтому F ;( » o) существует и F '(xo) =  
=  /(хо). Теорема 2 доказана.

С л е д с т в и е  2. Если функция / (х) непрерывна на некотором 
промежутке Д, то функция

X

F (* )  =  I  f ( t )d t ,  ж € Д,

С

где с € Д, является тонной первообразной для / (х ) на Д.
С л е д с т в и е  3. Если функция / (х ), определенная на проме­

жутке А , ограничена и кусочно-непрерывна на любом отрезке, 
содержащемся в А , то функция (1 ) является первообразной (мо­
жет быть, обобщенной) для / (х ) на Д.

Таким образом, нами доказаны следующие важные утверждения:

1. Любая непрерывная на промежутке функция на этом про­
межутке имеет первообразную.

2. Операция интегрирования с переменным верхним преде­
лом непрерывных функций является операцией, обратной 
дифференцированию, т.е. справедлива формула

X

■ jL J f ( t )d t  =  f ( x )  Var € Д.

С

Эта формула называется формулой дифференцирования интеграла 
по верхнему пределу. Из нее очевидным образом следует формула 
дифференцирования интеграла по нижнему пределу:

с

J /(<)* = -/(*) v*€A.
X

2.6. Вторая теорема о среднем. В п. 2.3. было доказано, что 
если функция / непрерывна на отрезке [а; 6], а функция g на [а; 6] 
интегрируема и не меняет знака, то

э е е М ] :

ь ь

J /(*)$(*) <** = /(0 J 9 {x )dx.
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Это утверждение иногда называют первой теоремой о среднем для 
интегралов.

В этом пункте докажем так называемую вторую теорему о 
среднем.

Т е о р е м а  1. Если функция f  интегрируема на отрезке [а ;6], а 
функция g на [а; 6] неотрицательна и монотонно убывает, то

Ь С

э е е  [в ;Ь ]: J f (x )g (x )  dx =  g{a) j  / (* ) dx. ( 1)

а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отрезок [а;Ь] точками

Ь — а . .
х , =  а + ------ *, I =  0,1, . .. ,  п

п

разобьем на п равных по длине промежутков. Тогда 

Ь п Xi

J  f { * )g (x )  d x - Y l  J / (* )* (* )  dx =
a ,=1r.-i

n у  у

=  £  / / ( * ) ( $ ( * ) +  / f ( x ) dx-
tel

Легко видеть, что

П у  П у
£  / f { x ) { g { x ) - g { x i - i ) )d x  <-£||/|| / ( j ( x » - i )  — $ ( * ) ) dx <  

<=1 i=1

6 — a
<  ii/ i iS w * » - 1)

i=l

Следовательно,

6 n riJ f[x)g(x)dx =  l im^2 g{xi-i) J f(x)dx.
a , = * * * - i

M

Пх) = J /(*)*•
a

(2)

Положим
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Функция F (x ) непрерывна на отрезке [а; 6], поэтому на [а; 6] она 
имеет как наименьшее, так и наибольшее значения. Пусть

т  =  min F (x ), М  =  max F (x ).
*€[а;6] '  г€[а;6] V 7

Тогда

ег=1 «(««-о л*) =ег=1 e(*i-i)(F(*o - =
=  5( * o)F (x i ) -  s»(x0)F (x 0) + $ (x i )F (x2) - f f ( * i ) F ( x i )  +  . . . +  

+ g [x n- i ) F ( x n) — j ( x „ _ i )F (x „ _ i )  =  F (x i)(y (x o ) — p (x i)) +  . . . +

+ F (x „ _ i ) (p (x „ _ 2) - 0 ( x „ _ i ) )  + p (x n_ i )F (x „ ) ,
и поэтому

n 7
5 3 ^ (*< -0  / / ( * )d* <  Af(^(x0) - p ( x i )  + . . . +
i=l J  .

+g(xn-i) - g { x n- i )  + j ( * n- i)) =  Mg(xo).
* t - l

Аналогично,
П у

) / f (x )d x  >  m g(x0). 

<=1 */-,

Таким образом, для любого п € N  справедливы неравенства 

п у
т д (а ) <  £ д ( х < - 1) / / (х) cfx <  М $(а).

•=i „Г .

Отсюда и из (2) следует, что

6

<  J / (*)$ (*)<** <  М д(а ).
а

А так как непрерывная функция F (x ) на отрезке Га; 6] принимает 
все значения между т и М , то существует £ £ [а; 6], для которого 
справедливо равенство (1). Теорема 1 доказана..

Т е о р е м а  2. Если на отрезке [а;Ь] функция / интегрируема, а 
функция д монотонна, то

ь i  ь

3£ € [а; 6]: J  f (x )g (x )  dx =  $r(a) J  / (х ) dx +  д(Ь) J  /(х ) dx. (3)

a a t
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если функция д монотонно возрастает н* 
[а; 6], то функция G (x) =  g{b) -  0(х ) на [а; 6] неотрицательна и 
монотонно убывает. Согласно теореме 1 ,

А  так как

то

о *

Е [а; 6] : J / (x )G (x ) dx =  G (a) J f (x )  dx.

a a

b 6 6

/  f (x )G (x )d x = g (b )  j f ( x ) d x -  J f (x )g (x )d x ,

a a a

e e |

<?(») J f { x )  dx =g{b) J f (x )  dx -  g(a) J  f (x )  dx,
a a a

6 6 i

Ф )  J / (* ) dx -  J f (x )g (x )  dx =  -g {a ) j f ( x )  dx.

Теорема 2 доказана, так как если <7(аг) монотонно убывает, то 
—<7(х ) монотонно возрастает.

Формулу (3) называют формулой Бонне> а теорему 2 —  второй 
теоремой о среднем для интегралов. Заметим, что теорему 1 тоже 
называют второй теоремой теоремой о среднем, а формулу ( 1) —  
формулой Бонне.

В формуле (1) значение <7(а), вообще говоря, мало связано со 
значениями функции г̂(яг) в других точках отрезка [а; 6]. Вместо 
<7(а) можно взять любое А  >  0(a), и утверждение ( 1) останется 
справедливым. Более того, можно взять любое А, удовлетворяющее 
условию А >  g (x ) Vx 6 (a ;6). Наименьшим из таких А будет

А  =  sup0(x ) =  д(а +  0).
х > а

Тогда формула (1) принимает вид

ь С
3 * € [ « ; Ц :  J f (x )g (x )  dx -  д(а +  0) J f ( x )  dx.

а а

Относительно утверждения (1) можно сделать то же замечание, 
что было сделано выше. А именно, значения функции 0(х ) в точках 
х =  а и х =  6 можно менять, не нарушая ее монотонности. Поэтому
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вместо $(а) можно взять ^(а +  О), а вместо д(Ь) —  значение ^(Ь — 0). 
Тогда формула (3) принимает вид

о

€ [а; 6]: J f {x )g (x )  dx =  д{а +  0)

6

dx +  5 (6 - 0) J f (x )d x .

f

§ 3. Вычисление и преобразование 
определенных интегралов

3.1. Формула Ныотона-Лейбницд. Определенные интегралы мож­
но вычислять по определению, как пределы соответствующих инте­
гральных сумм. Однако такой способ вычисления определенных ин­
тегралов требует значительных усилий даже для простых функций. 
В тех случаях, когда известна первообразная интегрируемой функ­
ции, интеграл от нее вычисляется достаточно просто по формуле 
Ньютона-Лейбница. Чтобы подчеркнуть важность этой формулы, 
ее иногда называют основной формулой интегрального исчисления 
или даже основной формулой (теоремой) математического анализа.

Т е о р е м а .  Если функция / (х) на отрезке [а ;6] интегрируема 
и имеет первообразную F (x ),  то

ь

j  n x )d x  =  F ( b ) - F ( a ) .  (1)

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала функция F (x ) непрерывна 
на отрезке [а; 6], дифференцируема на интервале (а; 6) и F '(x ) =  /(х) 
V x £ (a ;6 ) .  Тогда для любых точек хо, x i, . . . ,  х, таких, что

а =  хо <  х\ <  .. . <  хдг =  6,

имеем

F(6) -  F (a ) =  £ ( F ( * < )  -  •
1 = 1 '  '

На любом отрезке [х ,_1;х,] функция F (x ) удовлетворяет всем 
условиям теоремы Лагранжа о среднем, поэтому

В & € ( * e-- i ; x.-) : F (x i)  -  F (x i-\ )  =  /(& ) Д х „

и, следовательно,

N

F(6) -  F (a ) =  £  /(€<)А*< =  <Г(/; г; €),
•ъд
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где т —  разбиение отрезка [а;Ь] точками хо,хь  • • • ,*лг. А  так кап 
функция /(ж) интегрируема на [а; 6], то

lim (7
М-ю

Формула (1) доказана в случае, когда F '(x )  =  /(ж) на интервале

!а; 6). В общем случае, пусть функция F (x ) непрерывна на отрезку 
а; 6] и F '(x ) =  /(ж) всюду, кроме, может быть, конечного числ£ 
точек co, ci , . . . , cjv, таких, что а =  со <  С\ <  .. .  <  см =  6, где 
F '(x ) ^  /(ж) или F '(x ) не существует. Тогда, как уже доказано,

и поэтому

Ci

J  f ( x )  dx =  F (c ,) — F (c ,- i ) ,

/(ж) dx =  F (b ) -  F (a ).

Теорема доказана.
Формула (1) называется формулой Ньютона-Лейбница. В ней

вместо разности F(6) — F (a ) иногда пишут F(x)|*, и тогда она 
принимает вид

о

/
/(ж) dx =  F (x )

ь

a

Выражение F(x)|* называется двойной подстановкой от а до Ь.
П р и м е р ы

1

о

жn+1 I1
п +  Чо

1
п +  1

Vn G N.

л Г . о , /* 1 — cos 2ж2. I s u r x d x  = / ----- ------
о о

/
cos 2 xdx =

_  1 Г 1 вш2жГ _  7Г 
"  2 Х\0 ~ 2 ~ \ 0 ~ 2 -  

Доказанная теорема позволяет сделать полезное замечание о 
первообразных и одно обобщение теоремы о среднем для интегри­
руемых функций.
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С л е д с т в и е  1. Если функция f ( x )  на отрезке [а;Ь] интегри­
руема и имеет первообразную F (x ) ( точную или обобщенную), 
то X

F (x )  =  F (a ) + 1  f ( t )d t .

а

С л е д с т в и е  2. Если функция f ( x )  на отрезке [а ;6] интегри­
руема и имеет тонную первообразную, то существует £ £ (а; 6) 
такое, что

ь

I  f ( * )d x  =  № ( b - a ) .  (2)

Действительно, формула (2) следует из формулы (1) и формулы 
Лагранжа о среднем для функции F (x ).

В заключение доказанную теорему сформулируем как теорему 
об интеграле от производной: Если функция F (x ) х £ [а; 6], на от­
резке [а; Ь] непрерывна и кусочно-дифференцируема, а ее производная 
интегрируема на [а;Ь], то

ъ

j  F '(x )d x  =  F ( b ) - F ( a ) .  (3)

а

Формула (3), как и формула (1), называется формулой Ньютона- 
Лейбница.

3.2. Формула интегрирования по частям. Выше мы видели, что 
для простых функций формула Ньютона-Лейбница позволяет сразу 
вычислить значение определенного интеграла. С другой стороны, 
с ее помощью можно получить различные формулы, сводящие 
вычисление одного интеграла к вычислению другого, который в 
каком-то смысле проще первого. Здесь мы докажем формулу 
интегрирования по частям.

Т е о р е м а  1. Пусть функции и(ж) и v (x ) на отрезке [а ;6] 
непрерывны и кусочно-дифференцируемы. Тогда, если производные 
и'(ж) и t/(x) на [а;Ь] интегрируемы, то

(1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условий теоремы следует, что функ­
ция F (x )  =  u (x )v (x ) является первообразной для функции f (x )  =  
=  u(x)t/(x) +  u^xjt^x), причем /(ж) интегрируема на [а; 6]. Тогда
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из формулы Ньютона-Лейбница:

6

а

очевидным образом следует формула (1). Теорема 1 доказана.
Формулу интегрирования по частям (1) обычно записывают 

короче:

/
udv =  uv

ь

а

Ь
j « i u .
а

В качестве примера применения этой формулы получим фор­
мулу Тейлора с остаточным членом в интегральной форме.

Т е о р е м а  2. Пусть функция / (х ) на отрезке [а ;6] имеет 
непрерывные производные до п-го порядка включительно, а п-я про­
изводная кусочно-дифференцируема и ее производная интегрируема 
на [а;Ь]. Тогда, если хо £ [а; 6], то

п *

/ (* ) =  £  у / ЛЧ * о )(*  -  *o )fc +  “ i /  /<п+1) (< )(* -  t )n A  (2)
*.=® *0 

для любого x £ [о; 6].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле Ньютона-Лейбница

X

/ (* ) =  / (*  о) +  J
Хо

К последнему интегралу применим формулу интегрирования по 
частям:
X X

J  г  ( t ) < H = - J  г т * -< ) = -/'(<)(* -  о
*0 *0

г
+

Хо

+

X

*0

dt

X

=  / '(*о )(*  -  *о) +  J  /"(<)(* -  О
Хо

л.

Д л я  n =  1 формула (2) доказана. Если же n >  1, то
X X

/  /" (* ) (*  -  О А  =  /  Л О Ф  -  о 2 =
Хо *0

X

=  5 Л * о ) ( *  -  *о )2 +  Ц  / " '(0 ( *  -  <)2 А . 
*0
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И вообще, если 1 <  к <  п, то

X X

1)1 /  /(fc)W(* -  О*-1 Л = -  I  /  -  0* =
Го Го

г

=  ^ / {fc)(* o )(*  -  *o )fc +  i  / /{fc+1)(< )(* -  О* л .
*0

что и доказывает формулу (2) для любого допустимого п € N. 
Теорема 2 доказана.

3.3. Теоремы о замене переменной интегрирования. Сначала 
докажем формулу замены переменной интегрирования в случае, 
когда все рассматриваемые функции непрерывны.

Т е о р е м а  1. Если функция f ( x )  непрерывна на промежутке А , 
а функция х =  <p(t) имеет непрерывную производную на отрезке 
[а;/?] и С Д , то

ь 0

J  f (x )d x  =  J  f(<p (t))ip '(t)d t, (1)

а а

где а =  <р(о ), 6 =  <р(0).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что оба интеграла 

в формуле (1) существуют как интегралы от непрерывных функ­
ций. Обе подынтегральные функции имеют точные первообразные 
на соответствующих промежутках, причем, если F (x )  —  перво­
образная для / (х), то F ((p (t)) —  первообразная для / (^ (* ))р ; (0- 
Следовательно,

0J f (4 > № ( t )d t  =  F(<p{t))

а а

Теорема 1 доказана.
Формулу (1) иногда записывают так:

ь Р

J  f (x )d x  =  J  f [< p {t ))d ^ t).

а а

Отсюда видно, что при замене переменного х =  ip(t) следует всюду 
заменить х на <p(t) и соответственно поменять пределы интегриро­
вания.

=  F{*)\  =  [  f { * )d x .  
a J
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Отметим, что в формуле (1) возможны все три случая: а <  6* 
а =  6 и а >  6. Кроме того, для справедливости формулы (1) не 
требуется, чтобы отрезок <р([а,/3]) совпадал с отрезком [а; 6] или 
[Ь;а] : некоторые значения функции <p(t), t £ [а;/?], могут быть вне 
этого отрезка.

з

П р и м е р  1. Вычислим J  я sin x 2dx.

о
Воспользуемся заменой у =  х2. Тогда, применив формулу (1) 

справа налево, получим:

з з

J  х sin х2 dx =  ^ J  sin x 2 dx2 

о 0
- ( l - c o s 9 ) .

П р и м е р  2. Вычислим / v ^ x2dx.

Воспользуемся заменой a: =  a sin*, t £ [0; тг/2]. Тогда, применив 
формулу (1) слева направо, получим:

а яг/2

J  у/а2 — х2 dx = J  |a cost|a cost eft = 
о о

1г/2 »/2

=  a|a| J  cos2 t dt =  J  (1 +  cos2t) eft =

о о

_  alal Л  ■ sin2t^ |w/2 _  а|а|тг _  a2* ____
( , + — JL

Д ля практического вычисления интегралов методом замены пе­
ременной интегрирования вполне достаточно теоремы 1. Однако 
во многих случаях необходимо делать замену, когда функция не 
является непрерывной и даже кусочно-непрерывной. Докажем со­
ответствующую теорему.

Т е о р е м а  2. Пусть функция у =  <р(х) на отрезке Д  =  [а ;6] 
непрерывна и строго монотонна, а на интервале (а; 6) имеет ин­
тегрируемую производную. Тогда, если функция f (y )  интегрируема 
на отрезке у>(Д), то функция f(<p(x))\(pf(х)\ интегрируема на А  и

//(v>(*))l¥>'(* )l ‘** =  /  f{y)dy.
Л <*>( Д)

(2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г = { Д 1, . . . , Д ^ }  —  некоторое раз­
биение отрезка Д. Тогда промежутки ^ (Д х ) , . . . , ^ (Д ^ )  образуют 
разбиение отрезка ^ (Д ) ,  обозначим его ^ (г ).

Рассмотрим интегральные суммы Римана для функций ф(х) =  
=  /М*))|у>'(*)1 и /(у) :

<г{Ф\ =  М б ) )  • И 0 1  • |Д*1>
.7=1

4 '  j= i

где ту =  ip(£j), £j €  Д. Заметим, что

(3)

(4)

MAj)l /
Ар

и к последнему интегралу можно применить теорему о среднем. 
Следовательно,

Оценим модуль разности интегральных сумм (3) и (4). Очевидно,

-  <K/;y>(r);n) I < 11/11Е  №'(б) -  ̂ '(ф! • lAil <
i= i

< ll/ll(s’(¥>';r)-s(p';r)^,

где Ц/ll =  sup |/(y)|, у € v?(A).
Положим a (r )  =  S(tp'\ r )  — s(y>'; г ). Тогда

T i l )  <  * (/ ;<p(t);v) +  ||/||or(r) <  5 (/ ;<p (t )) +  ||/||e(r)

для любого выбора точек £ j, и поэтому

5 ( ^ г ) < 5 ( / ; ^ ( г ) )  +  ||/||а(г). (5)

Аналогично
>  8{/]<р{т)) -  ||/||а(т) 

для любого выбора точек и поэтому

8(ф] т) >  «(/ ; <р(т)) -  ||/||ог(т), (б)

где a (r )  —> 0 при |г| -> 0.
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Из равномерной непрерывности функции <р(х) на отрезке [а; 6] 
следует, что |^(т)|—>0 при |г| —> 0. Следовательно,

lim «(/ ; <р{т)) =  lira 5(/; <р{т)) =  / /(у) dy. kHo |т|—*-о J
Ч>( А)

Тогда отсюда и из неравенств (5) и (6) получаем, что функция 
ф(х) интегрируема на А  и справедлива формула (2). Теорема 2 
доказана.

Заметим, что если в формуле (2) у <р9(х ) опустить модуль, то 
она превратится в формулу (1). Действительно, по условию у>'(х) 
не меняет знака на А . Если у>'(х) >  0, то формула (2) просто 
совпадает с формулой (1). Если же ^ (х )  <  0, то

6

J  /(?>(*))I^ 'W I dx — — J  f(<p(x))<p'(x) dx,
Д a

V > (a )J f(y)dy= J f{y )d y  =
V>(A) <p{b)

<p(b)

-  j  f(y )d y ,
<p(a)

и снова получаем формулу (1).
П р и м е р  3. Пусть функция / интегрируема на отрезке [—a;a] С

С D f . Тогда, если / четная, то /  f { x )d x  =  2 J f ( x ) d x ,

/а -a О
f ( x )  dx =  0.

а если не­

четная, то

Действительно,
a 0 a 0 aJ f ( x ) d x  =  J f ( x ) d x  +  J f ( x )  dx =  — J f ( —t) dt +  J f ( x )  dx,

— a -a 0 a 0
где в первом интеграле сделана замена х =  — t. Таким образом, для 
любой функции /, интегрируемой на отрезке [—а; а], справедливо 
равенство

а а а

=  J f ( - x ) d x  +  J f ( x )  dx.

О о
Из него и следуют наши утверждения.

3.4. Приближенное вычисление интегралов. Формула прямо­
угольников. Пусть требуется вычислить определенный интеграл 
от функции /(х), х G [а; 6]. Если известна некоторая ее перво­
образная, то этот интеграл легко находится по формуле Ньютона-
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Лейбница. Однако такой метод пригоден лишь для узкого класса 
функций, и поэтому в общем случае применяют различные методы 
приближенного вычисления.

Формулы для приближенного вычисления определенных инте­
гралов называются квадратурными формулами. Простейшей ква­
дратурной формулой является формула прямоугольников. Здесь 
рассмотрим только эту формулу.

Отрезок [а ;6], на котором задана интегрируемая функция /(я), 
точками

6 — а .
=  а + ------ г,

п
i — 0 ,1 , . . . ,п,

разделим на п равных по длине промежутков Д х , . . . ,  Д п. Обозначим 
это разбиение отрезка [а; 6] через тп и составим интегральную сумму

<г{9\ »п)
Ь — а 

п ' E m ) ,
i=i

где & =  (х ,_1 +  х( )/2.
Из определения интеграла следует, что

Г Ь -  *

а 1=1

где ап(/) -)• 0 при п - ¥ о о .  Приближенное равенство 

f  h — -П
J  f (x)dxfis
а 1=1

называется формулой прямоугольников. Оценим погрешность этой 
формулы, т.е. оценим а п(/).

Легко видеть, что

л У
* » ( / ) = £  / ( f ( x ) - m ) ) d x . (1 )

Предположим, что функция f ( x )  на отрезке [а; 6] имеет ограничен­
ную вторую производную, и разложим ее по формуле Тейлора с 
остаточным членом в форме Лагранжа. Тогда для любого х Е Д,- 
существует £* Е Д* такое, что

№  =  м ) + r m *  -  ы + \ r  т *  -  ^ ) 2.
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Подставив это разложение в формулу (1), получим равенство

« » (/ )  =  £  /

из которого следует, что

Ы / )1  < t i ) 3dx,

где ||/"|| =  sup \f"(x)\. А  так как
г€[а;Ь]

f { x - t i ) 2d x = ^ ( * - 0 3
* . - 1

Таким образом, при вычислении интегралов по формуле пря­
моугольников ошибка имеет порядок 0(1/п2).

3.5. Интегралы от векторных функций. Производные вектор­
ных функций определялись и изучались ранее. В этом пункте 
рассмотрим интегралы от таких функций. Начнем с определения 
первообразной •

О п р е д е л е н и е  1. Векторная функция F (x ), х Е А , называется 
первообразной для векторной функции f ( x )  на промежутке А, если 
она на А  непрерывна, кусочно-дифференцируема и F ; =  f ( x )  для 
любого х G А , кроме, может быть, конечного числа значений z  из А .

Любая первообразная векторной функции f ( x )  на промежутке 
А  называется неопределенным интегралом от f ( x )  и обозначается 
f f ( z ) d z .

Для векторных функций, как и для числовых, доказывается, 
что если F (x ) —  некоторая первообразная для f (x ) ,  то

J f ( z ) d z  =  F ( z )  +  C,  (1)

где С —  некоторый постоянный вектор.
Очевидно, если /,(х) и F ,(x ) —  координаты векторов f ( x )  и 

F (x ), то равенство (1) равносильно п равенствам:

J  / ,(*) dz =  Fi(z) +  С(,  * =  1 ,. . . .  и,

где Ci —  некоторые постоянные, а п  —  размерность рассматриваг 
емого векторного пространства.

* 2 ( Ъ - а \

. . Г 3 V 2п )  ’
то Ы / ) | < ^ Й Л 1 -
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О п р е д е л е н и е  2. Векторная функция f ( x )  называется инте* 
грируемой на промежутке А , если она определена на А  и все 
ее координаты интегрируемы по Риману на А . Тогда вектор с 
координатами

J  fi(x)dx, r =  l , . . . , n

Л

называется интегралом от функции f  по промежутку А  и обо­
значается / f  (х ) dx. 

д
Из этого определения следует, что если { г * }  —  некоторая 

последовательность разбиений промежутка А , у которой |7*| —> О 
при к оо, и 0-(f;7v,£) —  соответствующая интегральная сумма 
Римана для функции f (x ) ,  то

J t (x )d x  
д

при. любом выборе точек £. Заметим, что это равенство можно 
принять за определение интеграла от f  по А . Легко видеть, что:

1. Если f (x )  интегрируема на промежутке А , то для любых 
а, Ь и с из А  справедливо равенство

ь с ь

f (x )  cfx =  y  f (x )  dx +  У̂  f ( x )  dx.

a a c

2. Если функции f ( x )  и g (x ) интегрируемы на А , то любая 
их линейная комбинация A f (x )  +  B g (x ) тоже интегрируема 
на А  и

6

J + Вф))dx =  А

а

dx +  В dx.

3. Если функция f ( x )  на отрезке [а; 6] интегрируема и имеет 
первообразную F (x ), то справедлива формула

которая называется, как и для скалярных функций, формулой 
Ньютона-Лейбница.

В конце докажем одно полезное неравенство.
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Т е о р е м а .  Если векторная функция f (x ) ,  х Е Д, интегрируема 
на промежутке А , то числовая функция |f(x)| тоже интегрируема 
на А  и

j  f ( x )  dx <  J |f (x) | dx. (2)

A A

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем, что функция |f(x)| ин­
тегрируема. Пусть Д ' —  некоторый промежуток, содержащийся в 
Д. Тогда для любых х и у из Д ' справедливы неравенства

| f(* ) l-| f(y )l < |f(x) -f(y)| < £|/<(*) -  ft (у) | < £ > (Л ;
1=1 1=1

Д '),

и поэтому

" (1 * 1 ;Д ')< Х > (/ . (у) ;Д ') .
*=1

Из этого неравенства сразу следует, что если /,-, интегрируемы на 
Д, то и |/| интегрируема на Д.

Пусть теперь г  =  {Д 1, . . . , Д ^ }  —  некоторое разбиение проме­
жутка Д, и пусть £;• Е Д j ,  j  =  1,.. .,JV. Тогда

E * K i )| A j l
j =1

N

j= i

Из этого неравенства в пределе, когда |r| —► 0, следует неравенство (2). 
Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если векторная, функция f ( x )  на отрезке [а ;6] 
имеет непрерывную производную, то

3 £ € ( а ; 6 ) :  |f(6) -  f(a)| <  -  а). (3)

По формуле Ньютона-Лейбница

ь

f  (6) -  f  (a) =  J f ' ( x )

a

dx,

а по доказанной выше теореме

a
< dx.

a
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К последнему интегралу от скалярной функции применима теорема 
о среднем, поэтому

6

В е €  (а; 6 ): J  |Г(«)|Лг =  |Г(€)| (6-в)

а
и, следовательно,

|f(6)-f(a)|<№ l(6-e)-

Следствие доказано.
Заметим, что неравенство (3) было доказано выше при изучении 

векторных функций, но то доказательство имело искусственный ха­
рактер. С помощью интегралов оно доказывается более естественно, 
правда, только для непрерывно дифференцируемых функций.

§ 4. Несобственные интегралы

4.1. Определения и примеры. Напомним, что интеграл Римана 
был определен только на конечных промежутках и существует 
только для ограниченных функций. Обобщим понятие интеграла 
на случай, когда хотя бы одно из этих условий не выполняется.

О п р е д е л е н и е  1. Д ля  любой функции /(я), определенной на 
бесконечном промежутке [а ;+оо) и интегрируемой по Риману на

v

любом отрезке [a; 17], предел функции Ф(т/) =  J  f ( x ) d x  при у -+

а
—> +оо называется несобственным интегралом от функции / на

+00

промежутке [а ;+оо) (или от а до +оо) и обозначается J  f ( x )d x .

а

Таким образом, по определению,

+00 V

J  J  f ( x )  dx. (1)

a a

Если предел (1) существует и конечен, то интеграл называется 
сходящимся, а функция / —  интегрируемой на промежутке [а; +оо)

+оо
в несобственном смысле. В противном случае интеграл J  f ( x )

а
называется расходящимся.

dx



280 ГЛ. 7 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Аналогично, если функция / (х), определенная на бесконечном 
промежутке (—оо; 6], интегрируема по Риману на любом отрезке 
[£; 6], то, по определению,

ь ьj  / (х ) dx =   ̂lim J f (x) dx. (2)

Очевидно,

Действительно. 
6

6 +00

J  f (x )d x=  J  f ( —x) dx.
—oo —b

J f (x)  dx = ^Jim j  / (x ) dx =

+0 0

=  /  / (-0  dt ==  4ij™0 /  /("*><* =  j  f ( -x )dx .
- 6  - 6  - 6  

Таким образом, интеграл вида (2) с бесконечным нижним пределом 
всегда сводится к интегралу ( 1) с бесконечным верхним пределом.

+о°

П р и м е р  1. Исследуем на сходимость интеграл

разных значениях параметра а.
Если а ф 1 , то, по определению,

f  dx

J
при

ТЦт ШП / * .  Шл (£Х)т hJ х а »?-*+оо J  ха *?-*+<х> \ 1 — а (j/  ij-*+oo 1 — а 1 —а
1 х

а если а  =  1, то

f —  =  lim [ —  =  lim In 17 =  + 00.
J X T7-++00 J x  i?-f+oo
1 1

Следовательно, если a  >  1, то интеграл сходится, а если а <  1, то 
он расходится.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть функция /(х) определена на конечном 
промежутке [a;b) и интегрируема по Риману на любом отрезке 
[а; 77] С [а; 6). Тогда, если функция /(х) является неограниченной на
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П

[а; 6), то предел функции Ф(»>) = J  f(x)dx при 77 —► 6 — 0 называется

а
несобственным интегралом от функции / на промежутке [а; Ь)

ь

(или от а до Ь) и обозначается J  f (x )dx .
в

Таким образом, по определению,

ь п

J  /(ж) dx =   ̂Иш о J  f{x) dx. (3)

а а

Если предел (3) существует, то интеграл называется сходящимся, 
а если не существует, то расходящимся.

Аналогично, пусть функция /(ж) определена на конечном 
промежутке (а;Ь] и интегрируема по Риману на любом отрезке 
[£;6] С (а; 6]. Тогда, если /(ж) является неограниченной на (а ;6], 
то, по определению,

ь ь

J  f{x)dx =  ( hmoJ  f{x)dx. (4)

“ €

Как и выше, доказывается, что и в этом случае

6 —в

j  f (x)  dx =  j  / (-* ) dx.
a _6

В отличие от несобственных интегралов обычный интеграл Римана 
называется собственным интегралом.

1

П р и м е р  2. Исследуем на сходимость интеграл

о
Если а <  0, то функция 1/ж* интегрируема по Риману на (0; 1], 

т.е. рассматриваемый интеграл является собственным. Далее, если 
а <  1 , то

lim
*-►+0

1
1 - а ’

т.е. интеграл сходится. Если же а >  1, то он, очевидно, расходится.
Объединяя полученные результаты, общий вывод обычно фор­

мулируют так: рассматриваемый интеграл при а <  1 сходится, а 
при а >  1 расходится.
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Несобственные интегралы вида (1) и (3) называются интегра­
лами с особым верхним пределом, а интегралы вида (2) и (4) —  
интегралами с особым нижним пределом.

Рассматривают также несобственные интегралы, у которых оба 
предела интегрирования а и 6 являются особыми. В этом случае 
предполагают, что функция / (х ) определена на конечном или 
бесконечном интервале (а; 6) и интегрируема на любом отрезке 
К ’»1?] С (а; 6). Тогда, по определению,

ь с ь
J  / (* ) dx — J  f ( x ) d x  +  J  f ( x ) d x ,  (5)

a a e

где c —  некоторая точка из интервала (а; 6). Здесь в правой 
части равенства стоят несобственные интегралы с одним особым 
пределом интегрирования. Интеграл (5) называется сходящимся, 
если сходятся оба несобственных интеграла (от а до с и от с до 
6). Очевидно, интеграл (5) не зависит от выбора точки с С (а; 6).

Наконец, рассматривают несобственные интегралы, которые 
являются суммами несобственных интегралов:

6 jy X»

J  / (* ) dx =  ^ 2  J  / (* ) dx, (6)

где a <  xo <  xi <  ... <  xjv =  6. Здесь в правой части стоит сумма 
несобственных интегралов вида (1), (2), (3), (4) или (5). Интеграл 
(6) называется сходящимся, если все интегралы в сумме сходятся. 
В противном случае этот интеграл называется расходящимся.

+оо

П р и м ер  3. Исследуем на сходимость интеграл
о

По определению,

+оо 1 +оо

/ dx _  f  dx f  dx
Xs “  J  x® +  J  x® ‘

0 0 1

Как уже показано, при a >  1 интеграл от 0 до 1 расходится, а при 
a <  1 интеграл от 1 до +оо расходится. Следовательно, данный 
интеграл расходится при любом а.

4.2. Основные свойства. На несобственные интегралы переносятся 
многие свойства определенного интеграла Римана. Рассмотрим 
некоторые из этих свойств.

Здесь и далее будем рассматривать в основном несобственные 
интегралы с особым верхним пределом, т.е. будем предполагать,
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что рассматриваемые функции определены на конечном или бес­
конечном промежутке [а; Ь) и интегрируемы по Риману на любом 
отрезке [а; 17] С [а; 6).

1. Для любой точки с €  (а; 6) справедливо равенство

ь с Ь

J  f { x )d x  =  J  f ( x ) d x  +  J  f ( x ) dx. (i)

Его следует понимать так: если сходится один из не­
собственных интегралов, то сходится и другой, и в этом 
случае справедливо равенство ( 1).

2. Если интегралы от функций f u g  сходятся, то интеграл 
от любой линейной комбинации этих функций A f  +  Bg 
тоже сходится и

О 0 0

J ( A f ( x )  +  Bg (x ) )  dx — A  J  f { x )  dx +  В  J  д(х )  dx. (2)

3. Если интегралы от функций f u g  сходятся и f { x )  <  g (x )  
на [а; 6), то

6 ь
J  f ( x ) d x <  J  g(x )dx.  (3)

а а

4. Пусть функция х =  <p(t) непрерывно дифференцируема на 
промежутке [а;/?) и <p'(t) >  0. Тогда, если <р(а) =  а и 
lim <p(t) =  b, то справедлива формула

j  f { x )d x  =  j  f(<p(t))<p'(t)dt. (4)

а a

Ее следует понимать так: если один из интегралов сходится, 
то другой тоже сходится, и они равны. В частности, один 
из интегралов может быть собственным.

5. Если функция f ( x ) ,  х € [а;Ь), на любом отрезке [a\rj\ С [а;6) 
интегрируема и имеет первообразную F (x ) ,  то справедлива 
формула

ь

j  f ( x )  dx =  lim F (x ) -  F(a) .  (5)

a

Ее следует понимать так: если интеграл от / (х) сходится, 
то предел у F (x ) при х -*  Ъ существует, и наоборот, и, кроме
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того, справедливо равенство (5). Эта формула называется 
формулой Ньютона-Лейбница и обычно записывается в 
следующем виде:

j  / (х ) dx =  F ( x )
ь

а

6. Если функции и (х) и v (x ) на промежутке [а; 6) непрерывны, 
а на каждом отрезке [а;?;] С [а ;6) они кусочно дифферен­
цируемы и их производные интегрируемы, то справедлива 
формула интегрирования по частям:

а а
которую следует понимать так: если существуют два из 
трех пределов, то существует и третий, и справедливо 
равенство (6).

Докажем сначала свойство 
до Ь сходится. Тогда 

ь

dx =  lim 
ti-»ь

а а

1. Пусть, например, интеграл от с

с 1) с Ь

=  J / (* ) dx +  lim J f { x )  dx =  j f ( x )  dx +  J f ( x )
a e a e

dx.

Свойства 2 и 3 доказываются аналогично.
Д ля доказательства свойства 4 заметим, что функция х =  <p(t) 

на промежутке [а;/?) имеет обратную t =  ф(х), у которой ф'(х)  >  О 
на [а;Ь). Тогда, если, например, интеграл от / сходится, то

Р t v>«) 6

Л  =  lim dt =  Hm J f ( x )  dx =  J f ( x )  dx,

a or <p(a ) a

т.е. интеграл от / (^ (< ))^ ; (<) сходится, и справедливо равенство
(4). Аналогично доказывается, что если интеграл от 
сходится, то интеграл от / сходится, и справедливо равенство (4).

Свойства 5 и 6 предлагается доказать В качестве упражнения. 
Обратим внимание на то, что не все свойства интегрируемых 
по Риману функций переносятся на функции, интегрируемые в 
несобственном смысле. Например, интеграл от функции f ( x )  =  
=  ж"1/2 на интервале (0; 1) сходится, однако интеграл от /2(х ) =  1/х 
на (0; 1) расходится.
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П р и м е р  1. Вычислим интеграл
f  dx

У y/l —

У этого интеграла оба предела интегрирования являются 
особыми. Легко видеть, что для таких несобственных инте­
гралов тоже справедлива формула замены переменной интегри­
рования, аналогичная формуле (4). Поэтому, положив х =  
=  sin *, t G [— тг/2; тг/2], получаем:

1 1г/2

/ л = '
-1 —tr/2

Следовательно, данный интеграл сходится, равен тг, причем заменой 
х =  sin t он сводится к собственному интегралу.

1 +оо
П р и м е р  2. Вычислим интегралы J Inxdx  и J Inxdx.

о 1
К первому интегралу применим формулу интегрирования пб 

частям:
1 I1 1J Inxdx  =  x lnx  — J dx =  — 1,

о о
так как х In х -> 0 при х +0. Следовательно, первый интеграл 
сходится и равен —1. Д ля второго интеграла имеем:

ч п

V i j > e  J ln x d x >  J in  xdx > r\ — e,
1 e+oo

и поэтому J  In x dx =  +oo. Следовательно, второй интеграл рас­

ходится.

4.3. Несобственные интегралы от неотрицательных функций. 
Признаки сравнении.. Как и в предыдущем пункте, будем предпо­
лагать, что все рассматриваемые функции определены на конечном 
или бесконечном промежутке [а; 6) и интегрируемы по Риману на 
любом отрезке [а;т)] С [а; 6). Любые другие предположения будем 
специально оговаривать.

Заметим, что если функция / (х), х G [а; 6), обладающая на [а; 6) 
указанными выше свойствами, является неотрицательной на [а;Ь), 
то функция

Щч) = //(*)<**, Ч € [а;6),
а

(1)
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является монотонно возрастающей на [а; 6), и поэтому всегда име­
ет предел при ц -¥ Ь : конечный или бесконечный, равный +оо. 
Следовательно, интеграл от / на [а; 6) сходится тогда и только 
тогда, когда функция (1) является ограниченной. На этом утвер­
ждении основаны так называемые признаки сравнения сходимости 
несобственных интегралов от неотрицательных функций.

Т е о р е м а  1. Пусть функции f u g  неотрицательны на проме­
жутке [а; 6) и такие, что

/(ж) =  0 ($ (х )) при х Ь. (2)

ь ь

Тогда, если J  g (x )dx  сходится, то J  f { * ) d x  тоже сходится. Если

а а
же интеграл pm f  расходится, то и интеграл от g расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие (2) означает, что существуют чи­
сло М  >  0 и точка с € [а; 6) такие, что

/(ж) <  М д (х )  Уж € (с ;6).

Поэтому

Vi/€(c;6)  J  f ( x ) d x < M  J  g(x )dx.

с e

Отсюда в пределе при г} -¥ b получаем неравенство

ь ь

J  /(ж) dx <  М  J д{х)  dx.

с е

Из него следует, что если интеграл от д на [с; Ь) сходится, то 
интеграл от / на [с;Ь) тоже сходится. Если же интеграл от / 
расходится, то и интеграл от д расходится. Осталось заметить, 
что интегралы от а до 6 и от с до 6 сходятся или расходятся 
одновременно. Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е  1. Если неотрицательные функции /(ж) и д(х ),  ж 6 
G [а; Ь), одного порядка при ж —> Ь, то интегралы от f  и g на [а; 6) 
одновременно сходятся или расходятся.

Эти утверждения называются признаками сравнения сходимости 
несобственных интегралов. Причем, если изучается интеграл от 
функции /, то функция g называется функцией сравнения.

В качестве функций сравнения часто берут функции вида: 
д{ж) =  1/ж°, если Ь =  +оо, и д (ж) =  1/(6 — ж)*, если 6 ф +оо.

286
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С л е д с т в и е  2. Если неотрицательная функция f ( x ) ,  х 6 
Е [а;+оо), одного порядка с функцией 1/х* при х -+ +оо, то 
+ 0 0

j  f ( x ) d x  сходится при а >  1 и расходится при а <  1. 

о
С л е д с т в и е  3. Если неотрицательная функция f ( x ) ,  хЕ [а ;6 ) ,  

где Ь ф +оо, одного порядка с функцией 1/(6 -  х )а при яг —+ 6 — О, 
ь

то j  f ( x ) d x  сходится при а  <  1 и расходится при а >  1.

а
П р им ер .  Исследуем на сходимость интеграл

7  ln*(l +  »h»)
J у/х +  у/х +  у/х

Этот интеграл имеет две особые точки х =  0 и х =  +оо, и поэтому 
нужно рассмотреть два интеграла: от 0 до 1 и от 1 до +оо, и 
исследовать подынтегральную функцию f ( x )  при х -+ +0 и при 
х -+ +оо.

При х -+ +0

/ (* ) ~
(sh i)° 1

xV4(y/iTJi+yz) *1/4
1

Следовательно (см. следствие j  f ( x )  dx сходится, если 1/4—а <1,

о
и расходится, если 1/4—а  >  1, т.е. он сходится только для а >  —3/4. 

При х -+ +оо

ln (l +  shx) =  х +  In +  ^ -  ~  х >

и поэтому

/ (х ) ~
ха 1 1

2^/* 2

Следовательно (см. следствие 7
2), у  / и cfx сходится, если 1/2—а >1,

1
и расходится, если 1/2—а <  1, т.е. он сходится только для а  <  —1/2.

Таким образом, данный интеграл сходится для а Е (—3/4; —1/2) и 
расходится при других а.



288 ГЛ. 7 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

4.4. Абсолютно и условно сходящиеся интегралы. Несобственный 
интеграл

6

J / (* ) dx (1)
а

с особым верхним проделом определяется как предел функции
п

*(»») =  J  f { x )dx ,  ч€ [а ;6 ) ,  (2)
а

при q Ь. Поэтому чтобы этот интеграл сходился, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось следующее условие Коши:

Ve >  0 Э6* € ( а ; Ь ) :  V£ , i/€ (6*;b)

п

< е ,

так как J  f ( x ) d x  =  Ф(»;) —Ф(£). Это утверждение иногда называют 

*
критерием Коши сходимости несобственных интегралов.

Л е м м а .  Пусть функция / (х ), определенная на конечном или 
бесконечном промежутке [а; 6), интегрируема на любом отрезке 
[а; 17] С [а; 6). Тогда, если интеграл от а до Ь от |/(х)| сходится, 
то интеграл (1) тоже сходится.

Действительно, если / (х ) интегрируема на [а;?/], то |/(х)| тоже 
интегрируема на [a\rj\ и

•7 *7

J  f { x )d x  <  J  \f(x)\dx 

€ _ €
для любых £ и г) таких, что а <  £ <  rj <  Ь. Отсюда следует, что 
если для интеграла от |/(х)| выполняется условие Коши, то оно 
выполняется и для интеграла от f ( x ) .

Таким образом, если интеграл от |/(х)| сходится, то интеграл 
от / (х) тоже сходится.

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция / (х), определенная на проме­
жутке [а;6), интегрируема на любом отрезке [а;т/]с [a ;6). Тогда, 
если интеграл от |/(х)| на [а;Ь) сходится, то интеграл ( 1) называ­
ется абсолютно сходящимся. Если же интеграл от / (х ) сходится,

ь

а интеграл от.|/(х)| расходится, то интеграл J  / (x )d x  называется

условно сходящимся. а
Из доказанной выше леммы следует, что если интеграл абсолют­

но сходится, то он и просто сходится. Очевидно, для исследования
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интегралов от /(ж) на абсолютную сходимость можно применять 
признаки сравнения для соответствующих интегралов от |/(ж)|.

П р и м е р  1. Исследуем на сходимость и абсолютную сходимость 
интеграл

+ ° °  .
/ 81П Х  . _У -рг*. a€R- (3)

Рассмотрим несколько случаев.
1. Если а <  О, то интеграл (3) расходится. Действительно, в 

этом случае
2п1Г+1Г . 2П1Г+1Г

[ ,
J х « ~ }

2п к 2п к

2

для любого n € N, и поэтому не выполняется условие 
Коши.

2. Если а >  1, то интеграл (3) сходится абсолютно. Действи­
тельно, в этом случае

sin х 1 
х<* -  ха

Vx >  1,

и интеграл от 1/ха сходится. Тогда по признаку сравнения 
интеграл (3) сходится абсолютно.

3. Если 0 <  a  <  1, то интеграл (3) сходится. Применим фор­
мулу интегрирования по частям

+ о о

/sin ж

1

COS X  | + °° 

~ S « l l
а

/

COS X
dx.

Здесь подстановка от 1 до +оо равна cosl, а последний 
интеграл сходится абсолютно при любом а >  0.

Наконец, если а <  1, то для любого п € N
2nir 2пж 2 пк
/ | ш ж | .  . / |втж| 1 1
/ '------ 'd x >  I  ------ - dx >  ——  / 8i n x d x = —,

J ж* -  у ж “  2птг У 1Г

и поэтому для интеграла от |зтж|/жл при а <  1 не выполняется 
условие Коши. Следовательно, если 0 <  a <  1, то интеграл (3) 
сходится условно.

В следующих теоремах рассматриваются интегралы вида
+ 0 0

J f { * M * )d x .
а

(4)

10 — 1402
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Т е о р е м а  1. Пусть функция /(ж) интегрируема на любом 
отрезке [а;//]. Тогда, если на промежутке [а;Н-оо) функция Ф(т/) 
(см. (2)^ ограничена, а функция $(х) монотона и д (х ) —у 0 при 
х —у +оо, то интеграл (4) сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно второй теореме о среднем, для 
любых £ и ij, а <  £ <  ц, существует £ € [f;q ] такое, что

v с

J  f{x)g(x) dx = $(£) J  f (x) dx (5)

Так как
С

I  f (x)dx =  Ф (С )- Ф (0  

С

и функция Ф(С) ограничена, то

Э М : < М  V£ >  а,

Следовательно,

С >  а.

1

J  f(x)g{x)dx
<

<м(ИС)1 + Ич)1)-

А так как д (х ) - *  0 при х —> +оо, то отсюда следует, что для 
интеграла (4) выполняется условие Коши, и поэтому он сходится. 
Теорема 1 доказана.

Эта теорема называется признаком Дирихле сходимости несоб­
ственного интеграла.

Заметим, что на промежутке [а ;+оо ) функция Ф(т/) заведомо 
ограничена, если функция /(ж) имеет ограниченную первообразную, 
а функция <7(х ) монотонна, если она дифференцируема и д '{х ) не 
меняет знака.

Т е о р е м а  2. Пусть функция /(ж) интегрируема на любом 
отрезке [a;ij]. Тогда, если на промежутке [а ;+оо ) интеграл
от /(ж) сходится, а функция £(х) монотонна и ограничена, то 
интеграл (4) тоже сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как интеграл от /(ж) сходится, то

п

*

dxV e  >  0 Эт/е : VC,  >  % < е ,
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то из равенства (5) следует, что

J f { * ) g { * )d z  < е ( 1Ж )1 +  1йО?)1) VC. Ч > »Ь -

С

А  так как <7(2) ограничена, то отсюда следует, что для интеграла
(4) выполняется условие Коши, и поэтому он сходится. Теорема 2 
доказана.

несобственного интеграла. Ее образно можно сформулировать так: 
Если интеграл сходится, то подынтегральную функцию можно 

умножить на ограниченную монотонную функцию: полученный
интеграл тоже будет сходиться.

Заметим, что здесь условие монотонности является существен-
, . »* \ sin 2

ным. Например, интеграл от 1 до +оо от функции / (2) =  ------
2

сходится, а от функции

Он имеет единственную особенность в точке +оо. При а <  0 он 
расходится, так как не выполняется условие Коши. А  именно, 
если, а <  0, то

При а >  0 он сходится по признаку Дирихле. Действительно, 
функция / (2) =  sin х имеет ограниченную первообразную F (2) =  
=  -  cos 2 , а функция

5 1 (2 ) =  (2  +  C O S 2 ) “ e

такая, что д (х ) 0 при х -► +оо и д '{х ) <  0, если а >  0.

Эту теорему иногда называют признаком Абеля сходимости

1 cos2x
расходится, так как интеграл от — расходится, а от

2
дится (по признаку Дирихле).

расхо-
2

П р и м е р  2. Рассмотрим интеграл

+00

1

2птг+ж 2n*+ir

10*
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Наконец, так как

sinx |sinx|
и ■ ■ — -  -
(x +  cosx)a xa

при x +oo, то данный интеграл сходится абсолютно тогда и 
только тогда, когда сходится интеграл от |зтх|/ха. А он сходится 
при а >  1 и расходится при а <  1 (см. пример 1).

Следовательно, данный интеграл при a >  0 сходится, а при 
a <  О расходится. Причем, если 0 <  а <  1, то он сходится условно, 
а если a >  1 , то абсолютно.

П р и м е р  3. Рассмотрим интеграл

/

sinx
х* +  sin х

i

dx, a >  0.

Функция /(х) =  sinx 
=  — cos х , а функция

имеет ограниченную первообразную F (x ) =

д{х ) =
1

х* +  sin х

такая, что $(х) 0 при х —► +оо. Однако ^(х) монотонна только
при а >  1 , так как

п  ч ax* 1 H-cosx 
^ ”  (x * +  sinx)2

меняет знак, если 0 <  а <  1. Следовательно, по признаку Дирихле 
можно лишь утверждать, что данный интеграл сходится при a >  1.

Д ля  полного исследования данного интеграла применим другой 
метод.

Заметим, что если a  >  0, то

sinx
х* +  sin х

sin х 1 _  sin x sin2 x / sin2 x \
Xa l + s i n x / x e X* X2* x2a J

при x -> +oo. 

Положим

Интеграл от — —  сходится при любом a >  0.

<р(х)
sin X sin X 

х* +  sin х ха

sin" x
Тогда <p(x) ---------при x -► +oo, и поэтому интеграл от у>(аг)

сходится тогда и только тогда, когда сходится интеграл от функции



cos 2х
По признаку Дирихле интеграл от функции — сходится при

любом а >  0. Следовательно интеграл от <р{х) сходится тогда и 
только тогда, когда сходится интеграл от 1/х2а. Поэтому, данный 
интеграл сходится, если 2а >  1 , и расходится, если 2а <  1 .

Наконец, как и в примере 2, доказывается, что данный интеграл 
сходится абсолютно только при а >  1.

Таким образом, данный интеграл при а <  1/2 расходится, а 
при а >  1/2 сходится. Причем, если 1/2 <  а <  1, то он сходится 
условно, а если а  >  1, то абсолютно.

§ 5. Приложения определенных интегралов
5.1. Вычисление плошддей плоских фигур. В п.1.4. было дока­

зано, что неотрицательная функция / (х), х £ [а; 6], интегрируема 
по Риману тогда И только тогда, когда криволинейная трапеция

G  =  { (х ;  у ) : а < х < Ь ,  0 <  у <  / (х )}

измерима по Жордану. Причем в этом случае

6

mG  =  J / (x )dx . ( 1)
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Здесь докажем некоторое обобщение формулы (1).
Т е о р е м а  1. Если функции / i(x ) и /г(х) интегрируемы на 

отрезке [а ;6] и / i(x ) <  /г(х) х £ [а ;6], то множество G  =  { ( х ;у )  : 
а <  х <  6, f i ( x )  <  у <  / г (х )} измеримо и

ъ

mG =  j ( f 2( x ) - M x ) ) d x .  (2)

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Д ( х )  >  0 на [а ;6], то формула (2) 
сразу следует из формулы ( 1), так как в этом случае m G  =  m G 2— 
—mG|, где G\ и —  криволинейные трапеции, соответствующие 
функциям / i(x ) и /з(х).

Теперь заметим, что при параллельном переносе мера клетки, а 
следовательно, и мера произвольного множества не меняются. По­
этому общий случай сводится к рассмотренному сдвигом множества 
G  вверх параллельно оси ординат. Теорема 1 доказана.

П р и м е р  1. Докажем, что мера Жордана треугольника рав­
на половине произведения длин двух его сторон на синус угла 
между ними. В частности, площадь треугольника не зависит от 
расположения его на плоскости.
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Вычислим сначала площадь прямоугольного треугольника, каг 
теты которого параллельны осям координат.

Заметим, что мера клетки не ме­
няется при параллельном переносе, 
при зеркальном отражении относи­
тельно осей координат и при изме­
нении порядка нумерации координат. 
Следовательно, мера Жордана тоже 
инвариантна относительно таких пре­
образований. Поэтому для вычисле­
ния площади прямоугольного 

треугольника, катеты которого параллельны осям координат, до­
статочно рассмотреть треугольник с вершинами в точках 0 (0; 0), 
Л (а ;0), В (0;6), где а >  0 и 6 >  0 (рис. 7 .1).

Он является криволинейной трапецией для функции

У = 6(1 - а ) ’ arGt0;ol’
и поэтому

6

пл. О А В  =  J  b ( l

а

а

Теперь рассмотрим произвольно 
расположенный прямоугольный тре­
угольник. Согласно сделанному выше 
замечанию, не ограничивая общности, 
можно считать, что он расположен 
в верхней полуплоскости, и вершина 
прямого угла лежит в начале коор­
динат (рис. 7.2). Тогда

пл. О А В  =  пл. В 1А 1А 2В  +  пл. В А 2А  — пл. ОА\А — пл. В\ОВ  =

=  (6 cos/? +  a cos а ) 6 sin/? +  - (Ьс  os/? +  а cos а ) (а sin а — 6 sin /?)—
1 1 * 1

— - а 2 sin а cos а  — -b 2 sin /? cos /? =  - a 6(sin а • cos /? +  cos a • sin /?) =
I  I  «  1 j

=  2absin(<* +  0) =  2a t>

так как a +  /? =  тг/2.
Формула для площади прямоугольного треугольника доказа­

на. Из нее формула для площади произвольного треугольника 
выводится обычным образом.

З а м е ч а н и е .  Из того, что площадь любого прямоугольного тре­
угольника равна половине произведения длин его катетов, следует 
важное утверждение: мера Жордана на плоскости инвариантна
относительно ортогональных преобразований, т.е. если множество
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G* получено из измеримого множества G  ортогональным преобра­
зованием , то множество G* измеримо и m G  =  mG*.

В общем случае это утверждение 
будет доказано в теории кратных ин­
тегралов.

П р  и м ер  2. Найдем площадь кру­
гового сектора. Пусть д —  круговой 
сектор радиуса г, дуга которого рав­
на а радиан. Разобьем дугу сектора 
на п равных по длине дуг и соот­
ветственно сам сектор д на п секто­
ров <7i , . . . , £п- В каждый из секторов 
gj впишем равнобедренный треугольник и около каждого опишем 
прямоугольный треугольник, как это показано на рис. 7.3.

1 2 . ®
Тогда площадь вписанного треугольника равна - г  sin —, а пло-

1 2 п1 7i ®щадь описанного треугольника равна -г  tg —, и поэтому
2 п

Рис. 7.3

1 2 • ® у ^ . 1 7i- г  sin — <  тд <  тд <  п • - r  tg

Отсюда в пределе при п ■

а  ̂ ___ ___ 1 5j а
п ---------  2* "п
оо получаем, что множество $г измеримо и

1 2тд =  - г 'а . (3)

Т е о р е м а  2. Пусть р,<р — полярные координаты на плос­
кости. Тогда, если неотрицательная функция p{<p)f (р Е [о?; >9], 
интегрируема, то множество

G  =  {(р , <р) : 9  G [<»; >9], 0 <  р <  р[<р)}

измеримор и

(4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  { A i , . . . , A jv}  —  некоторое раз­
биение отрезка [а;/?], и пусть

т ,  =  inf р((р), ЛГ,- =  sup р{<р).
V>€A. v> €A ,

Рассмотрим множества 
N

*=1
N

G r =  V) ■ V  €  Д,-, 0 <  р <  М {}. 
1=1
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Из формулы (3) следует, что

т 9т =  ^ 2 т ? | Д , |  =  ^ ( р 2;г ) ,

т С Т = Л £ л / ? | Д ,|  =  ^ (/>2;г ).

А  так как дт С G  С G T V г, то

\8{Р* ; »■) <  ШР <  mG <  ^5(р2; т) V г.

Отсюда и следует, что множество G  измеримо и справедлива 
формула (4). Теорема 2 доказана.

5.2. Объем тела вращения. Д ля  заданной функции / (х), х G [а; Ь], 
множество

G  =  { ( * ,  у, г ) : *  € [о; Ь], у2 +  z2 <  f 2(x )}

называется телом вращения, соответствующим этой функции. Оче­
видно, функциям / (х), —/(х) и |/(х)| соответствует одно и то же 
тело вращения. Поэтому, не ограничивая общности, рассматривают 
тела вращения только для неотрицательных функций.

В п.6.3, главы 6 было доказано, что объем прямого цилиндра 
равен произведению меры основания на высоту. В частности, 
объем прямого кругового цилиндра радиуса R  и высоты h равен 
произведению irRrh.

Т е о р е м а .  Если неотрицательная функция / (х), х Е [а ;6], 
интегрируема, то соответствующее тело вращения G измеримо 
и

Ь

mG =  Tr I  /2(x )dx . ( 1)

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  { Д х , . . . , Д ^ }  —  некоторое раз­
биение отрезка [а; 6], и пусть

пн =  inf / (х), M i =s sup /(х).
Г€Д. Г€Д.

Для этого разбиения рассмотрим множества 

N

9т =  ( J { ( * , ») : *  €  А «> У2 +  * 2 <  ™,?}>
1 = 1 

N

°т = U  {(*>») :х €  Ai, y* +  z2 <  М?}.
1=1
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Очевидно, дт С G С GT и тдт =  тгs ( f 2; r ) ,  m Gr =  тгS (/2;r ) .  Сле­
довательно,

?rs(/2; г ) <  mG <  mG <  n S (f2; г )

для любого разбиения г  отрезка [а; 6], и поэтому множество G 
измеримо и справедлива формула (1). Теорема доказана.

П р и м ер .  Вычислим объем тела, которое получается при 
вращении графика функции у =  х2, —1 <  х <  1, вокруг а) оси 
Ох, б) оси Оу.

В случае а) по формуле (1) получаем:

1

V  =  тг J (х2)2 dx =  тг • ^ **1 ^  =

-1

В случае б) заметим, что рассматриваемое тело вращения соответ­
ствует функции х =  у/уу 0 <  у <  1. Поэтому

1

v = * J Ш2 *у = \
О

5.3. Длина дуги кривой. Пусть Г =  {r ( t ) ,a  <  t <  6}  —  некоторая 
непрерывно дифференцируемая кривая, а s(t) —  длина дуги этой 
кривой от точки Л, у которой г =  r(a ), до переменной точки М  6 Г. 
Тогда, как известно,

ds 
dt ( i )

и поэтому для длины 5  кривой Г справедлива формула

5 (2)

Если кривая Г плоская и х(<), y(t) —  координаты вектора г (*),то

»

5  =  J
а

В частности, если Г —  график непрерывно дифференцируемой 
функции у =  / (* ), х € [а; 6], то

S

ь

= J VI + /'2(*)dx.

а

(з)
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Теперь рассмотрим непрерывно дифференцируемую кривую 
Г =  { г (t), t G А } ,  где Д  —  конечный или бесконечный проме­
жуток. Будем считать, что она ориентирована своим параметром t. 
Выберем некоторую начальную точку А  Е Г и через s(t) обозначим 
переменную длину дуги ориентированной кривой Г. По определе­
нию, функция s(t) такая, что \s(t)\ —  это длина дуги от точки А  
до точки М  с радиус-вектором г (f), s(a) =  0, s(t) >  0, если t >  а, и 
s(t) <  0, если t <  а. Тогда, как и выше, справедлива формула (1), 
и поэтому

t

*(*) =  / И 0 К ,  V f e A .  (<)
а

В частности, если а и Ь —  начало и конец промежутка Д, то для 
длины S  кривой Г справедлива формула (2), где интеграл может 
быть как собственным, так и несобственным.

Д ля плоской кривой в случае явного задания формула (4) (см. 
также (3)) принимает вид:

S(x) =  j y / T + Т Й Г )< Ц . (5)

П р и м ер .  Найдем переменную длину дуги параболы у =  х2, на 
которой выбрана начальная точка х =  0 и которая ориентирована 
параметром х.

По формуле (5) находим:

х 2т

s (x ) =  J n/1 +  4£2 i  J V l  +  ?  dt.

0 0

Чтобы вычислить последний интеграл, применим формулу инте­
грирования по частям:

.(.) = i<v/n4  - \ ] - Ж Г * =
О

2х

=  x V l + 4  * * - • ( * ) +

Следовательно,

s(x) =  £xy/l +  4х2 +  ^ Ь (2 х  +  \/l +  4х2), где х € 1
л ч



В частности, длина кривой, заданной функцией у =  х2, —1 < х < 0 ,  
равна

s(0) -  s ( - l )  =  Ц - 2  +  у/Ь) =  i  ln(2 +  уД) =  « ( 1).

5.4. Работа силы вдоль пути. Пусть по непрерывно дифферен­
цируемой кривой Г =  {r (s ), 0 <  5 <  5 },  где s —  переменная длина 
дуги, движется точка М  под действием переменной силы F (s ), на­
правленной по касательной к Г. Пусть, далее, г  =  { Д ь . . . , Д д г }  —  
некоторое разбиение отрезка [0;5 ].

Если на Д,, сила F  постоянна, то работа Ai силы F  на Д,-, 
по определению, равна F|A,|. В общем случае для работы Ai 
справедливы неравенства

т.-|Д<| <  Ai <  М,*|Д||,

где гщ =  inf F (s ), M i =  sup F (s ).
*€Д. eg д,

Следовательно, если А  —  работа силы F  вдоль пути Г, то 

N  N

£ т , | Д , | < Л < £ м <|Д,|
1 = 1 1 = 1

для любого разбиения г отрезка [0;S]. Поэтому, если функция 
F (s) интегрируема, то справедлива формула:

s

A — J  F (a ) da. ( 1)

О

Строго говоря, эта формула является определением работы 
силы F  вдоль кривой Г. Из нее можно получить соответствую­
щую формулу в случае произвольного параметра t на кривой Г. 
Действительно, если кривая Г =  { г ($), а <  t <  6}  непрерывно диф­
ференцируема, то она спрямляема, и jr'(t)|. Следовательно,

6

A =  l  F (t)\r'(t)\dt.

а

Пусть теперь сила F  имеет произвольное направление. Тогда 
величина силы, совершающая работу вдоль Г, равна скалярному 
произведению (F ,e ), где F  —  вектор силы, а е —  единичный вектор 
касательной к кривой Г. Если кривая Г гладкая, то e  =  cfr/ds, и, 
следовательно,

о
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В случае произвольного параметра t единичный вектор касательной 
, г '(*)

вычисляется по формуле е =  777777, и поэтому
1ГЧ*)1

ь
А =  J ( F ( t ) , r ' ( t ) ) d t .

Интегралы (1) и (2) являются типичными примерами криволиней­
ных интегралов, которые будут подробно рассмотрены в следующем 
параграфе.

5.5 Площдць поверхности вращения. Пусть на плоскости урав­
нениями

х -  x {t), у =  y (t), a < t < b ,  ( 1)

задана кривая 7. Тогда множество 5  точек пространства, коорди­
наты которых удовлетворяют условиям:

х =  z (f ) ,  у2 +  Z2 =  у2^ ), t € [а; 6],

называется поверхностью вращения кривой 7 вокруг оси Ох. Если, 
кроме того, кривая 7 спрямляема и в  — переменная длина дуги, 
а I — длина кривой 7, то величина

пл. S  =  2тг /  |y(*)|ds (2)
о

называется площадью поверхности S.
Пусть теперь кривая 7, заданная уравнениями (1), непрерывно 

дифференцируема, тогда она спрямляема, и ds =  |r'(<)|cft. Поэтому 
из (2) следует, что

ь

пл. S  =  2тг j  \y(t)\y/x,2(t ) +  2{ 2{t)d t.

а

В частности, если кривая 7 — график неотрицательной функции 
у =  /(х), X € [а;6], то

6

пл. 5 =  2тг J  f(x)\/l +  f ,2{x) dx.
а

В общем случае понятия поверхность и площадь поверхности 
являются достаточно сложными. Более подробно они будут из­
учаться в теории поверхностных интегралов.
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§ 6. Криволинейные интегралы

6.1 . Криволинейные интегралы первого рода. Пусть в п-мерном

пространстве Rw задана спрямляемая кривая у = А В , и пусть s —  
переменная длина дуги этой кривой, отсчитываемая от точки А. В 
этом случае точка А  называется начальной, а точка В  —  конечной

точкой кривой у. В дальнейшем будем различать кривые А В  и

В А. Такие кривые называются ориентированными.

Очевидно, каждая точка М  кривой у = А В  однозначно опреде­
ляется заданием длины дуги A M . В этом смысле можно считать, 
что 8 =  \АМ\ является естественной координатой точки М  на ори-

ентированной кривой у = А В . Через M s обозначим точку кривой

7 , для которой \АМВ \ =  s. Тогда задание функции / (М ), М  Е 7 , 
равносильно заданию числовой функции /(A/,), s Е [0;5], где S  —  
длина кривой у.

О п р е д е л е н и е .  Пусть кривая у =  А В  спрямляема, \АВ\ =  
=  S, а М , —  точка на 7 , для которой \AMg\ =  s. Тогда для

5

любой функции / (М ), М  € 7 , интеграл I  f (M , )d s  называется

о
криволинейным интегралом 1 -го рода от функции / по кривой у и 

обозначается J  f  ds или J  fd y . 

к
Таким образом, по определению,

5

J  f d f  =  J  f (M ,)d s .  ( 1)

о

Заметим, что здесь функция / может быть как ограниченной, так 
и неограниченной, т.е. интеграл от / по ds может быть как 
собственным, так и несобственным.

Так как криволинейные интегралы первого рода —  это обычные 
определенные интегралы, то они обладают всеми свойствами этих 
интегралов. Отметим лишь некоторые специфические свойства 
криволинейных интегралов.

1. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от ори- 
ентации кривой.

Действительно, пусть 8 —  переменная длина дуги кривой АВ, 

т.е. s =  | A M t |, а <г —  переменная длина дуги кривой В А, т.е.
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а =  | ВМ'„ |. Тогда, если М , =  М ' то s +  а =  S, где S =  | А В  |, и 
поэтому

9  S S

J  fd s  =  J  f ( M, ) ds  =  j  f (M S- a)d<T =  J  f(M ^)d<r =  J  fda.

A B B A

Если переменную длину дуги кривой В А  снова обозначим через s, 
то получим равенство

/ / * = /  f ds.  

А В  В А

2. Если 7 = А В  и С  G 7 , то интеграл по 7 равен сумме 
интегралов по А С  и СВ .

Действительно, пусть s —  переменная длина дуги кривой 

7 = А В  и кривой 7 i = А С , а о* —  переменная длина дуги кривой

72 =С В . Тогда, если S\ —  длина кривой 71, то а =  s — Si, и 
поэтому

s Si s

/d* + J  fds =
Si

S - S i

= J  fd 71+ J  fd t r -  J /<*71+ J
0

В других обозначениях доказанное равенство имеет вид

J  fd s  =  j  f d s +  J  fd s .

А В А С С В

3. Криволинейный интеграл по замкнутой кривой не зависит 
от выбора начальной точки.

Действительно, пусть 7 —  замкнутая кривая, и пусть А  и

В  —  две точки на этой кривой. Тогда 7 = А В А  и 7 = В А В . 
Следовательно,

j  f d s =  J  f d s +  J  f ds  =  J  f ds.

A B A A B B A B A B
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4. Если на гладкой кривой 7 = (г(<), a < t < b }  задана функция f ,
то

ь

/  /<*7 =  /  / (М ,)И *)| Л , (2)

где M t — тонка с радиус-вектором г (t).
Равенство (2) понимается в том смысле, что если один из 

интегралов существует, то существует и второй, и они равны. 
Действительно, согласно определению,

s

J f d y  =  J fd3,.
о

где S — длина кривой 7. А так как 8 =  s(f), a'(t) =  |г;(t)|, то

5 ь

J  f ds  =  J  / (Л # ,)И *)|Л .

0 а

Причем из условия |г;(*)| >  0 следует, что если один из интегралов 
существует, то существует и другой, и они равны.

Очевидно, формула (2) будет справедливой и для кусочно­
гладкой кривой 7 =  {r(*), а <  t <  Ь}. Например, если с Е [а; 6] и 
кривые 7i =  {г(/), а <  t <  с}, 72 =  { г (t), с <  t <  6} гладкие, то

/ / ^ 7  =  //<*71 +  j /<*7а =
e b b

=  J  f (M t )\r'(t)\dt +  J  f(M t)\ r '(t)\d t =  J  f { M t )W (t)\dt.

а с а
Заметим, что здесь г;(<) в точке t =  с не определена.

Замечание.  Если кривая 7 непрерывно дифференцируема, 
а функция / непрерывна на 7, то, очевидно, оба интеграла в 
формуле (2) существуют и равны. Следовательно, для функции 
/, непрерывной на 7, формула (2) справедлива лишь при условии, 
что кривая 7 непрерывно дифференцируема (она может иметь 
особые точки). Это же замечание справедливо и для ограниченной 
кусочно-непрерывной функции /.

На плоскости, т.е. в случае п =  2 , формула (2) принимает вид

6

J  f{*,y)ds =  J  »(<))уЛс'(*)2 + У*(<)2 <**•
7 в

(3)
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Если же кривая 7  имеет явное задание у =  <р{х), х  6 [а; 6], то

ь

J  f (x ,y )d s  =  J  f(x ,<p (x ))y/ l +  у>'(*)2 dx. (4)

П р и м е р  1. Выразим через определенные интегралы криволи­
нейный интеграл

J f {* ,y )d s ,

где 7 —  контур треугольника с вершинами 
в точках 0(0 ; 0), -4(1;0) и В(0; 1) (рис. 7.4).

Кривая 7 является суммой прямоли­
нейных отрезков О А, А В  и ВО, и поэтому 
интеграл по у равен сумме интегралов по 
этим отрезкам.

Отрезок О А  имеет явное представление: у =  0, х Е [0; 1]. Тогда 
по формуле (4) получаем:

1f f d *  =  J f (x ,  0) dx.
O A  0

Отрезок B A  имеет представление: у =  1 — х, х G [0; 1]. А  так 
как интеграл 1-го рода не зависит от ориентации кривой, то

1

J  f d s =  J  /cfs =  J /(х, 1 — x)y/2dx.

А В B A

Наконец, отрезок О В  имеет представление: х =  0, у € [0; 1], и 
поэтому

J  fd s =  J  fds =  j  /(0 ,y )d *X

В О  О В  о 0
Таким образом,

1

J  f(*> y )d s  =  j ( f ( x , 0) +  >/§/(*, 1 — * )  +  /(0,* ) )  dx. 

i  о

П р и м е р  2. Выразить через определенные интегралы криво­
линейный интеграл f f { x ,y )d y ,  где у —  это кривая, заданная 
условиями х2 4- у2 =  1 , у >  0.
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Очевидно, кривая 7 имеет представление х =  cos <р, у =  зт<р,
О <<р <  к. Поэтому по формуле (3) получаем:

1Г

//< *7  =  J  f(cos<p,sm<p)dip. (5)
О

Во многих случаях кривую 7 удобно рассматривать как кривую, 
имеющую явное задание у =  у / 1  — х2, х € [—1; 1]. В этом случае по 
формуле (4) имеем:

-1

где справа получили несобственный интеграл. Он сходится, если 
функция / (х ,у ) непрерывна, и сводится к интегралу (5) заменой 
X =  cos <р.

В дальнейшем для гладких кривых расширим класс допустимых 
представлений: к ним отнесем явные представления, которые имеют 
особенности в концевых точках. Например, функцию у =  у / 1  — х2, 
х G [—1; 1], будем считать допустимым представлением гладкой 
кривой 7 :

x =  cos^, у =  sin <Р) < р е [0;тг].

6.2. Криволинейные интегралы второго рода. Пусть спрямляемая

кривая 7 = А В  в каждой точке М  G 7 имеет единичный касательный 
вектор 1 =  1 (М ), направленный в сторону возрастания дуги s. Как 
известно,

U s )  =  lim
Д г/As

д«-»о jA r/ A s I’

где г =  r(s ) —  представление кривой 7 , Д г =  r(s  +  As) — r(s). В 
частности, если кривая 7 гладкая, то

О п р е д е л е н и е  1. Д ля  любой функции / (М ), М  G 7 , интеграл 

J  fU <h , где U =  /, (М ) —  1-я координата единичного касательного 

вектора /(М ), называется криволинейные интегралом второго рода 

по кривой 7 от функции / no dx,- и обозначается J  f d x i .
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Таким образом, по определению,

J  fd x i =  J  fa d s , t =  1,2

-у ч

Обычно полагают =  cos а,-, и тогда эта формула принимает вид

f  сов aids.

В частности, если кривая 7 гладкая и ж, =  x,(s) —  i-я координата 
вектора г (а), то

и поэтому

COSa’ =  "57* < =  1>2 1 • • • » » ,

( 1)

где 5  —  длина кривой 7 .
Очевидно, криволинейные интегралы второго рода обладают 

свойствами 2 и 3 криволинейных интегралов первого рода, т.е. ин­
теграл по сумме кривых равен сумме интегралов по этим кривым, 
и интеграл по замкнутой кривой не зависит от выбора начальной 
точки. Однако они зависят от ориентации кривой и иначе выража­
ются через определенные интегралы. Сформулируем и докажем эти 
специфические свойства криволинейных интегралов второго рода.

1. Криволинейный интеграл второго рода меняет знак при 
изменении ориентации кривой.

Действительно, если I —  единичный касательный вектор кривой

А В , то, очевидно, — I —  единичный касательный вектор кривой

В А. Поэтому

J f d x i =  j fh  ds =  J fU  ds =  -  j fd x i.

А В  A B  B A  B A

2. Если на гладкой кривой у =  { г (t), а <  t <  6}  задана функция 
/, то

1,2 (2)

где у ориентирована параметром t.
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Равенство (2) понимается в том смысле, что если один из 
интегралов существует, то существует и второй, и они равны. 

Формула (2) получается из формулы (1) заменой s — s(t) так
как

dxi dxi 
ds ~  dt Л '

В частности, если плоская кривая у имеет явное представление 
у =  у>(х), а <  х <  Ь, то

ь

/  f d x ~  /  / (*» ¥>(*))
7 а

diг, (3)

J fd y  =  I f(x ,<p (*))<p '{*)dx. (4)

Ч в
П р и м е р  1. Выразим через определенные интегралы криволи­

нейные интегралы 2-го рода от функции f { x t y) по контуру тре­
угольника с вершинами 0 (0;0), .4(1;0), и £ ( 0; 1), ориентированному 
против часовой стрелки.

Кривая 7 является суммой прямолинейных отрезков 0 4 , А В  и 
ВО, поэтому интеграл по у равен сумме интегралов по 0 4 , А В  и 
ВО (см. пример 1 из п.6.1). По формуле (3) получаем:

1J f d x -  j f (x ,0 )  dx, 

ол  о
1

Sidx—S f  dx =  — J / (x , l  — x )d x .
A B  B A  0

Наконец, отрезок OB имеет представление: x =  0, у 6 [0; 1], поэтому, 
согласно формуле (4),

1J f d x -  J f { 0 ,y )0 d y  =  0.

ов о
Следовательно,

1j fd x  =  J ( f { x ,  0) -  f (x ,  1 -  * ) )  dx.

7 0
Аналогично,

l if fd y = Q , J fd y  =  J /(x, 1 — x) dx, J fd y  =  J / (0,y)cfy.

O  A A B O B
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Следовательно,

1

J  fdy = J { f ( * , l - * ) - f ( 0 , x ) ) d x .
i  о

О п р ед е ле н и е  2 . Пусть на кривой 7 задана векторная 
функция a(Af), А/ 6 7. Тогда интеграл

J  (а ,!)</«,

где (a, J) — скалярное произведение векторов а и 2, называется 

инт егралом  от  вект ора а по кривой 7 и обозначается / (a/fr) или

/ • * » •
Таким образом, по определению,

/ ( . , * )  =  / ( « , £ ) * .  (5)

7 -у

Физически этот интеграл можно интерпретировать как работу силы 

а вдоль пути 7 =ЛВ .
Если кривая 7 замкнутая, то интеграл (5) называется цирку­

ляцией  вект ора а по к онт уру  7.
Для гладкой кривой 7, согласно определению,

J(* ,dr )  = J  (а,
т о

и поэтому если 7 имеет представление г =  r(f), а <  t < 6, то имеет 
место формула

ь

J(&tdr) = j{a,r ' )dt.  (6)
1 в

В координатах ее записывают так:
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В частности, если п =  2 и вектор а имеет компоненты Р  и Q, то
Ьj P d x  +  Qdy =  j  ( P * ' ( f ) +  Q t/ (t)) A . (7)

7 a

П р и м е р  2. Найдем циркуляцию вектора с компонентами

=  *2 +  2,2- 9 (*> » )  =  *2 +  2,2

по окружности 7 радиуса R  с центром в начале координат.
Через 7+ обозначим окружность 7 , ориентированную против 

часовой стрелки. Тогда 7+ имеет представление:

х =  Rcos<p} y =  /tsin^>, 0 <  (р <  2я\

По формуле (7) получаем:
2жj P d x  +  Q dy=i J d(p =  2тг.

7 о
В дальнейшем будем рассматривать интегралы по кусочно­

гладким кривым. По определению, интеграл по кусочно-гладкой 
кривой равен сумме интегралов от рассматриваемой функции по 
всем гладким кускам этой кривой. Очевидно, формулы (2), (6) и 
(7) справедливы и в этом случае.

З а м е ч а н и е .  Криволинейные интегралы можно определить и 
как пределы соответствующих интегральных сумм. Не вдаваясь 
в тонкости, опишем этот подход к определению криволинейных 
интегралов.

Пусть г  =  { 71, . .  . ,7^ }  —  некоторое разбиение кривой 7 , 1т, |, —  
длина кривой 7j .  Тогда

= /

где M j  € 7 И  =  max |т,-1.

Далее, через 7]  обозначим проекцию кривой 7j , на ось х*, а
через Д,‘7| —  длину 7]  со знаком + , если 7*- и ось х,- одинаково 
ориентированы, и со знаком —, если их ориентации противоположны. 
Тогда

N Г
1}ш Г / й ) Д , - 7,- =  / f {M )d x i .

1 j

Д л я  г л а д к и х  и к у с о ч н о -г л а д к и х  к р и в ы х  эт и  о п р ед е л ен и я  р а в -
н о си л ь н ы  и сх о д н ы м .



310 ГЛ. 7 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

6.3. Потенциальные векторные поля. Напомним, что если на 
множестве G  С R”  задана векторная функция а (М ), то говорят, 
что на G  задано векторное поле а (М ).

В дальнейшем будем считать, что G  —  это n-мерная область, 
т.е. открытое связное множество точек n-мерного пространства R n.

О п р е д е л е н и е .  Векторное поле а(АГ), М  6 G, называется 
потенциальным в области G, если существует скалярная функция 
и (М ), М Е С ,  такая, что

а (М ) =  gradu(Af), M e G.

В этом случае функция и (М )  называется потенциалом вектор- 
подо поля а (М ).

Т е о р е м а  1. Если непрерывное векторное поле а (М ), М  e G ,  в 
области G имеет потенциал и (М ), то для любой кусочно-гладкой

кривой А В С G  справедливо равенство

j  {a ,d t) =  u (B ) - u (A ) .  (1)

А В

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть кривая А В  С G  гладкая, и пусть 
г =  r (t), а <  t <  Ь, —  ее представление. Тогда, если х,- —  t-я 
координата точки М , а а,- —  t-я координата вектора а, то, согласно 
условию,

ди .

aS = 0* v ''
и поэтому

6 6 п ь

J {a ,d r )  =  f ( a , r ' ) d t  =  J '^ 2 a i x'i dt =  j ̂  dt =  u (B ) -  u (A ). 

лв 0 * <=1

Если же А В  состоит, например, из двух гладких кусков А С  и СВ, то

J (a, dr) =  J (a, dr) +  J (a,dr) =

АВ А С С В

=  и(С ) — и(Л ) +  и (В ) -  и (С ) =  и (В ) -  и (А ).

Теорема 1 доказана.
Из доказанной теоремы следует, что если непрерывное векторное 

поле а (М ) в области G  имеет потенциал tt(M ), то

и (М )=  J  (а,</г) +  и (Л ),

A M

M e G , (2)



§ в. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И Н ТЕГРА ЛЫ ЗИ

где А  —  некоторая фиксированная точка области G, а A M  —  
некоторая кусочно-гладкая кривая, соединяющая точки А  и М  й 
лежащая в G. (Напомним, что область является линейно связным 
множеством и, более того, любые ее две точки можно соединить 
ломаной, не выходя за пределы области.)

С л е д с т в и е .  Разность любых двух потенциалов непрерывного 
векторного поля а в области G равна постоянной.

Действительно, если и {М ) и v (M )  —  два потенциала векторного 
поля а (М ), М  6 G, а А  —  некоторая фиксированная точка области 
G, то, согласно формуле (2),

и {М ) -  v {M ) =  и{А) -  v{A ) V M  G G. t<.

Т е о р е м а  2. Если векторное поле а (М ) определено и непрерывно 
в области G, то следующие три свойства равносильны.

1. Циркуляция вектора а по любому замкнутому кусочно­
гладкому контуру 7 С G равна нулю.

2. Д ля  любых двух точек А  и В  из G интеграл от a (A f) по

любой кусочно-гладкой кривой А В С G не зависит от пути 
интегрирования.

3. Векторное поле а (М )  в области G имеет потенциал.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем, что из свойства 1 сле­

дует свойство 2.
Пусть точки Ат  В  соединены двумя кусочно-гладкими кривыми 

7 i и 72» лежащими в G. Кривые 71 
и 72 образуют замкнутый кусочно-

что и требовалось доказать.
Теперь докажем, что из свойства 2 следует свойство 3.
Пусть А —  некоторая фиксированная точка области G, а М  —  

переменная точка с координатами х =  ( x i , . . . , x n). Рассмотрим 
функцию

• ( * ) =  |  ( « , * ) ,  (3•)

лм

где A M  —  произвольная кусочно-гладкая кривая, лежащая в 
G и соединяющая точки А  и М . Отметим, что эта формула
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действительно задает функцию точки М  € G, так как точка А  
фиксирована, а интеграл не зависит от пути интегрирования.

Докажем, что функция v(x ), 
определенная формулой (3), яв­
ляется потенциалом векторного 
поля а.

Так как область G —  открытое 
множество, то любая точка М  Е G  
содержится в G  вместе с некото­
рой ^-окрестностью. Пусть М л —  
точка с координатами х +  Ле, =  
=  ( x i , . . . , х*  +  Л , . . . , х „ ) ,  А ф О,

причем такая, что М* € O s (M ) С G } и пусть Д,г; =  v(x +  Ае,) — г>(х).

Очевидно, отрезок М М л, соединяющий точки М  и Мл (рис. 7.6), 
лежит в O s (M ) и

AiV ■ J  (a, dr).

мм„

Следовательно,

*»+л

., t , . . . ,  xn) eft,

и поэтому
д«V / ч т.е.

Зх* «*(*)•

Так как это равенство выполняется для любого i =  1,2, . . . ,п,  то 
этим доказано, что grad v =  а.

В заключение докажем, что из свойства 3 следует свойство 1. 
Пусть 7 —  некоторый кусочно-гладкий контур, лежащий в G, 

пусть А  —  некоторая точка на 7 . Тогда

J  (a, dr) =  J  (a, dr) =  и (Л ) -  и(Д ) =  О,

ТГ А*>А

где и (М )  —  потенциал векторного поля а (М ). Теорема 2 доказана.

6.4. Условия интегрируемости векторного поля. Очевидно, если 
непрерывно дифференцируемое векторное поле а (х ) в области G  
имеет потенциал, то

дец
dxj

daj
дх.

V *, j- (1)
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Действительно, если и(х) —  потенциал этого векторного поля, то

да{ _  д 2и daj _  д2и 
dxj ~ dxidxj  ’  дх{ ~  dxjdxi  ‘

А так как эти производные непрерывны, то они равны. Следо­
вательно, условия ( 1) являются необходимыми для существования 
потенциала у непрерывно дифференцируемого векторного поля а (х), 
I  G G. Их иногда называют условиями интегрируемости вектор­
ного поля а (х ), х G G.

Л е м м а .  Если непрерывно дифференцируемое векторное поле 
а (х ) в прямоугольном параллелепипеде П =  (a i ; &i) х ... х (an; 6n) 
удовлетворяет условиям интегрируемости ( 1), то это векторное 
поле в П имеет потенциал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  простоты рассмотрим случай п =  3. 
Пусть (х?,Х2,Хз) —  фиксированная точка, а х =  (х 1,хг,яз) —  
переменная точка параллелепипеда П. Докажем, что функция

*1 ха хз

и(х) = J  + J  °2(*1.<2.*з)^2 +  /  вз(я1,32,*з) <ЙЗ>
-О -О -о
Х 1 Х 2 Х3

определенная для любой точки х 6 П, является потенциалом век­
торного поля а (х).

Очевидно, ди/дхз =  аз(х). Далее,

Хэ

0̂ -  =  а 2( * 1 , * 2 , * з )  +  J  а з ( * 1 >Х2 ^ з )  d t 3 (2)

В последнем слагаемом операцию дифференцирования можно 
подвести под знак интеграла, т.е.

д

3*2

(з *»

J a 3 ( x i , x 2 , t 3) d t 3 =  J  a 3 ( x i , X 2 , t 3 ) d t 3 . (3)

Это утверждение легко следует из теоремы о сведении кратного 
интеграла к повторному, которая будет доказана позже. Сейчас 
его примем без доказательства.

Из (2), (3) и условия да3/дх2 =  да2/дх3 следует, что

О
3

хз

■ */
*5

д_
dtz

в2(*1 ,Я2,<з)Лз —

=  <*2(^1, *2, * з ) +  в2(*1»*2»®з) ”  а2(*1|*2|*з) — 02(х ).
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Аналогично получаем:

ди У д  У д
^ - = o i ( a ? i , ®з) + J  ^-а2(а?1,<2|*з) ^2 + J  ^^-вз(*1>Х2,*з) Аз — 

*§ 1 *"

У д  У д
=  O l ( * l , * 2. *з) +  J  ^ «1 (* 1 .< 2 ,* з )л 2 +  / ^ а 1( * 1, * 2,<з )Лз =

®2 т°*3 хз

=  O i(* i,* § ,*§ ) +  e i(* i ,*2 ,*3 ) - « 1( * 1. * 2» * з )+

+a i(®x. ®2i *з ) -  ах (хх, х2, xg) =  ах (х ) .
Лемма доказана.
С л е д с т в и е .  Если векторное поле а (х ) в области G  непрерывно 

дифференцируемо и удовлетворяет условиям интегрируемости ( 1), 
то оно является локально потенциальным, ш.е. у каждой точки 
M q 6 G существует окрестность, в которой оно имеет потенциал.

Следующий пример показывает, что векторное поле может быть 
локально потенциальным, но не иметь потенциала (глобального) в 
рассматриваемой области.

П р и м ер .  Векторное поле с координатами

Р = -У  Q  — -----Х -----
Х2 +  У2’ 4  *2 +  у2

определено и непрерывно дифференцируемо в любой точке (х, у) 
плоскости, кроме точки (0,0). Легко проверяется, что оно удовле­
творяет условиям интегрируемости:

№  =  dQ 
ду дх  *

Следовательно, оно локально потенциальное на всей плоскости, 
кроме точки (0,0). Однако в этой области у него не существует 
потенциала, так как циркуляция вектора a (P ;Q ) по единичной 
окружности с центром в начале координат отлична от нуля (см. 
пример 2 из п .6.2).

6.5. Гомотопные пути и условия существования потенидала у 
векторного поля. Кривые 70 и 71 лежащие в области G  и имею­
щие общее начало и общий конец, называются гомотопными или 
гомотопными путями в области G , если одну из них можно непре­
рывно деформировать в другую, не сдвигая ее концов и не выводя 
ее за пределы области G .
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Т е о р е м а .  Если векторное поле a (A f) в области G непрерывна 
дифференцируемо и удовлетворяет условиям интегрируемости, то

J  (a, dr) =  J  (a, dr)

Л'УоВ А "1\В

для любых кусочно-гладких кривых А ^ В  и Ау\В, гомотопных в 
области G .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего дадим точное определение 
понятия ” кривые АуоВ  и А^\В гомотопны в области G” .

Пусть кривые A jo B  и А^\В имеют представления:

г =  го(<)» °о <  t <  Ьо, r  =  r i ( t ) ,  а\ <  t <  b\,

причем ао <  6о, ai <  b\. Не ограничивая общности, будем считать j 
что до =  ai =  0, 60 =  61 =  1. (Этого всегда можно добиться 
линейным преобразованием параметра кривой.)

Тогда кривые АуоВ и Ау\В называются гомотопными в области 
G, если существует непрерывная векторная функция г =  r ( t ,a ) ,  
( t ,a )  Е А, где Д  =  [0; 1] х [0; 1], такая что при любом а Е [0;1] 
кривая

7e =  {r (< ,o ), t € [0; 1] }

лежит в G , имеет начало в точке А  и конец в точке В, и, кроме того,

r(* ,0 ) =  r 0(*), r { t , l ) - r i ( t ) .

Через 5 обозначим множество точек n-мерного пространства Rn 
с радиусами-векторами г =  r (* ,a ), (<,a) Е А .

Так как множество 5 является компактом и содержится в 
области G , то расстояние от S  до границы области G больше 
некоторого d >  0. Поэтому для любой точки Mo Е 5 n-мерный куб 
Q(Mo\d) с центром в точке Мо, у которого ребра параллельны 
осям координат и длина половины ребра равна d/y/n, содержится 
в области G.

Функция r ( i , a )  непрерывна на замкнутом квадрате А , поэтому 
любая ее координата X i ( t , a )  равномерно непрерывна на А. Следо­
вательно, существует 8 >  0 такое, что для любой точки (*o,aro) Е А  
выполняется условие: для любой точки (< ,о )Е  А,  удовлетворяющей 
неравенствам

|t - 10| <  |а -  а 0| <  6, ( 1)

справедливы неравенства

М * > ° )  -*i(<o .ao )|  <  -7=, * =  1 ,2, . . . ,п.
V »

Это означает, что для любой точки Mo € S с координатами £,(<о> ао) 
множество всех точек М  € 5, удовлетворяющих условиям (1),
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принадлежат кубу Q (M q\ d). Заметим, что здесь S не зависит от
ТОЧКИ М<).

Каждую сторону квадрата А  точками

U =  t =  0,1,...,АГ,

<*j =  i  =  0,1.......N

разобьем на N  >  1/8 равных отрезков и через эти точки в плоскости 
(t, а) проведем прямые параллельно осям координат. Тогда квадрат 
А  будет разбит на N 2 квадратов

A |j =  [£»;^t+i] х [®i5 ®i+i]» * =  0,1, . .. ,  AT — 1, j  =  0,1.......N  — 1

со стороной l/ N  <  6.
Легко видеть, что множество

Sij =  {r(f,o), (f,o) G A ,j}

лежит в кубе Q (M j ]d ) t где A/j —  точка с радиус-вектором г(^,а^) . 
В частности, для любых t <  N  и j  <  N  четыре точки A/j, A/j+1,

A/j+}, A/j+1 лежат в кубе Q(A/j;d), 
и поэтому циркуляция вектора а 
по замкнутой ломаной с вершина­
ми в этих Т9чках равна нулю, так 
как в Q(A/j;d) векторное поле а 
имеет потенциал.

Через lj обозначим ломаную с 
вершинами в точках А/j1, M j , . . . ,  
. . . ,  M j*  и рассмотрим две соседние 
ломаные l j и lj+\ (рис. 7.7).

Так как точки А  =  M j  =  А/°+1, M j  и А/̂ +1 лежат в кубе, где 
есть потенциал, то

J  (a. dr) =  J  (a, dr) +  J  (a, dr).

A M )  A M i+ l

Аналогично,

J (a, dr) =  J  (a, dr) + J  (a, dr).

Следовательно,

J  (a, dr) =  J  (a,dr) +  J  (a, dr),
A M j M j АЛ#)+|М?+,
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так как сумма интегралов по M j+ lM j  и по М ,М } +1 равна нулю. 
Поступая так и далее, в результате получим:

J {a ,d T )=  j ( a ,  dr), j  =  0, 1 , . . . ,  N  -  1 . (2)

h

Покажем, что

J (a ,d r )  =  J {a ,d r ) .  (3)

to 70

По построению вершины М о , М о , . . . , М ^  ломаной /о лежат на 
кривой 7р. Через у*0 обозначим часть кривой 70 от точки Мо до 
точки M q+1. Кривая 7J лежит в кубе, где у векторного поля а (х ) 
существует потенциал, поэтому

J (a , d r ) =  J  (a, dr),» =  0 , 1 , . . JV — 1,
V . М 'М ’+ 1

что и доказывает равенство (3). Аналогично доказывается, что

J {a ,d r )  =  j { a ,d r ) .  (4)

In *>1

Теперь из (2), (3) и (4) следует равенство

J  (a, dr) = J  {a, dr).

7о 7i

Теорема доказана.
О п р е д е л е н и е .  Область G  С ® п называется односвязной, если 

любые две кусочно-гладкие кривые, принадлежащие области G  и 
имеющие общее начало и общий конец, гомотопны в области G.

С л е д с т в и е .  Если векторное поле в односвязной области не- 
прерывно дифференцируемо и удовлетворяет условиям интегриру­
емости, то оно в этой области имеет потенциал.

Как показывает пример, рассмотренный в п.6.4, здесь условие 
односвязности области является существенным. Там было рас­
смотрено векторное поле, которое определено на всей плоскости, 
кроме точки (0,0). Оно во всей области определения удовлетворяло 
условиям интегрируемости, но в этой области не имело потенциала.

Примерами односвязных областей на плоскости являются круг,
прямоугольник. Внешность круга, или прямоугольника, уже не
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будет односвязной областью. В пространстве шар, параллелепи­
пед —  односвязные области. Внешность шара —  тоже односвязная 
область. Все пространство без некоторой прямой уже не будет 
односвязной областью.

П р и м е р  1. Вычислим циркуляцию вектора а с координатами

Р =  —У о -  х

по контуру 7 , который охватывает начало координат и ориентирован
против часовой стрелки (рис. 7.8).

Данное векторное поле явля­
ется потенциальным в плоскости 
с разрезом вдоль положительного 
луча оси О х . Через уе обозна­
чим окружность радиуса е >  0 с 
центром в начале координат.

Тогда циркуляция вектора а по 
контуру, составленному из кривой 
7 от точки В  до точки В, от­
резка В А, окружности 7* > ори­
ентированной по часовой стрелке, 

и отрезка А В , равна нулю. А так как сумма интегралов по В А  и 
А В  равна нулю, то

J P d x  +  Qdy =  J  P d x  +  Q dyt

7 7*

где 7е ориентирована против часовой стрелки. Как показано в 
примере 2 из п.6.2, последний интеграл равен 2**, поэтому и 
циркуляция вектора а по контуру ~7 равна 2я\

П р и м е р  2. Вычислим криволинейный интеграл от вектора а
(см. пример 1) по кривой 7 , изо­
браженной на рис. 7.9, от точки 
А (2;0 ) до точки £ (1 ;0 ). В при­
мере 1 показано, что по контуру, 
составленному из кривой 7 и от­
резка ВА, он равен 2тг. 

Следовательно,

Jpdx+Qdy=2тг- Jpdx +  Qdy=2n ,

7 в а

так как интеграл по В А  равен нулю.



§ 7. Интегрирование функций комплексного 
переменного

7.1. Определение и основные свойства интегралов. Пусть на 
плоскости заданы непрерывная кривая 7 и на 7 комплекснозначная 
функция /. Бели кривая 7 имеет представление х =  х(<), у =  у(*)> 
t £ [а; Ь], то будем говорить, что на комплексной плоскости кривая 
7 задана уравнением г  =  z (t), t G [а;6], где z (t) =  ж(<) +  iy(J), и что 
на 7 задана функция /(z), z G 7.

О пределение .  Для любой функции /, определенной на глад­
кой кривой 7, заданной уравнением z =  z(f), t G [a; 6], комплексной 

6

число, равное J  f (z )z '( t )d t , называется интегралом от функции

а

f (z )  по кривой 7 и обозначается J  f (z )d z .  (Здесь кривая 7 ориен-

1
тирована параметром t .)

Таким образом, по определению,
6

J  f  (z )dz  =  J  f ( z ) J { t )A .  (1)

1 «

/ dz
— , где Cp — окружность

с?
радиуса p с центром в точке z =  0, причем Ср обходится против 
часовой стрелки.

Очевидно, окружность Ср задается уравнением z =  ре1̂ , <р G 
G [0 ; 2тг]. Поэтому

Ср О О

Если же 7Р —  дуга окружности С р , равная а  радиан, то
Г dz

i f
Из формулы (1) следует, что если /(г) =  и (х ,у ) +  iv (x ,y ), то
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Таким образом,

v dx +  и cfy, (2 )

и поэтому существование интеграла от f ( z )  по кривой у равносильно 
существованию двух криволинейных интегралов от действительных 
функций.

Из формулы (2) следует, что определение (1) корректно в том 
смысле, что интеграл от f ( z )  по у не зависит от параметризации 
кривой 7 . Из свойств криволинейных интегралов вытекает, что при 
изменении ориентации кривой интеграл меняет знак. Кроме того, 
имеют место свойство линейности, т.е.

J ( «/ (* ) +  M z ) ) d2 =  a f  Я 2) dz +  Ь J  g(z)  dz,
У У У

где а и 6 —  комплексные числа, и свойство аддитивности, т.е. 
если кривая у некоторой точки разбита на две кривые 71 и 72, то

I  f ( z )  dz =  j  f ( z ) d z  +  J  g(z)dz.

У y i У2

Для кусочно-гладкой кривой, по определению, интеграл от f ( z )  по 
7  равен сумме интегралов от f ( z )  по всем гладким кускам кривой 7 .

В дальнейшем будем рассматривать только кусочно-гладкие 
кривые.

Л е м м а .  Если функция f ( z )  интегрируема на кривой 7 , то 
функция \f[z)\ тоже интегрируема на у и справедливо неравенство

J f ( z ) d z  <  j \ f ( z ) \ d z <  ll/ll -Ы , (3)

7 7
где ||/|| =  sup |/(*)|, a |-y| — длина кривой у.

*6*7
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Интегрируемость функции |/(*)| была до­

казана при рассмотрении интегралов от векторных функций. Там 
же было доказано, что

ь 6

j  f {z )z '{ t )d t  <  j  |/ (,)* '(* )|Л > 

а а

а так как |*'(t)| =  y/x'(t)2 +  y '(t )2. то
ь

j\f ( z )\ .\z\t )\dt  =  J\f ( z )\ds.

a 7
Отсюда и из формулы (1) вытекают неравенства (3). 
доказана.

Лемма



П р и м е р  2. Докажем, что

lim [  - ------ dz =  О,
p- m J z

ъ

где тр —  дуга окружности Ср радиуса р с центром в точке 2 =  0.

Действительно, так как lim
*-►0
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3J >  0 : ' ip  < 6  - ------ <  2,
Z

где р =  \z\t и поэтому для любого р < 6

I dz <  2 • 2тгг,

что и доказывает наше утверждение.
Из формулы (1) следует, что если непрерывная функция f (z )  в 

области G  имеет первообразную F (z ), то для интеграла от f  \z) по 
любой гладкой кривой 7 С С? от точки z\ до точки 22 справедлива 
формулу Ньютона-Лейбница:

«2J f (z )d z  =  F {z2) - F { z i ) .  

*1

(4)

Например,
«а

f  z " d z  =  1± - l ( z y ' . - z r i )

*1

для любого п =  0, 1 , 2, . . .

*2J ег dz =  е** -  в**.

*1

Здесь интегралы берутся от точки г\ до точки 22 по любой гладкой 
или кусочно-гладкой кривой 7 .

Таким образом, если непрерывная функция f ( z )  в области 
G  имеет первообразную, то интеграл от / не зависит от пути 
интегрирования.

11 — 1402
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Из формулы (2) следует, что если функция f (z )  непрерывна в 
области G и интеграл от нее не зависит от пути интегрирования, 
то функция

я

n * )  =  j m < K  z e G ,

где z0 G G, дифференцируема в G  и F '(z )  =  /(z). Действительно, 
если F (z )  =  U (x ,y ) +  iV (x ,y ), то

г

U (x ,y ) =  J  u d x -v d y ,

6U  8U
dx ~  dy ~  v’

z

V {x >y) =  /  v dx +  ti dy,

«0

a v
dx =  V,

a v
=  u.

Следовательно, функция F (z )  дифференцируема в G  (так как 
удовлетворяет условиям Коши-Римана) и F '(z )  =  f (z )  т.е. функция 
F (z )  является первообразной для функции f (z ) .

7.2. Интегральная теорема Коши. Непосредственным следствием 
свойств криволинейных интегралов является следующая теорема, 
которая называется интегральной теоремой Коши.

Т е о р е м а .  Если функция f (z )  в области G  имеет непрерывную 
производную, а кусочно-гладкие кривые 71 и 72 гомотопны в G, то

J / (* ) Лх =  j  /(z) dz. (1)

7 l  12

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция f ( z )  =  п(х,у) +  tv (x ,у) в 
области G имеет непрерывную производную, то функции и(х,у)  и 
v(x,y)  в G непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют условиям 
Коши:

ди __ dv ди _  dv 
дх “  ду* ду ~  dx*

Эти условия —  это условия интегрируемости векторных полей (v , и) 
и (и,— и), поэтому, в силу теоремы из п.6.5,

1 udx — vdy =  1 it dx —  v dy,

h 7a

1 vdx +  udy =  / v dx +  и dy.

7 t 7a



Отсюда и из того, что интеграл от f ( z )  выражается через эти 
криволинейные интегралы (см. п.7.1), следует равенство (1). 

Теорема доказана.
С л е д с т в и е .  Если функция f (z )  в односвязной области G  

имеет непрерывную производную, то интеграл от f (z )  по 
любой замкнутой кусочно-гладкой 
кривой 7 С G равен нулю.

Из теоремы следует, что для не­
прерывно дифференцируемой функ­
ции f (z )  в односвязной области G  
интеграл не зависит от 
пути интегрирования 7 С G, а зависит 
только от начальной и конечной точек 
кривой 7 .

П р и м ер .  Вычислим интеграл

о
тур, изображенный на рис. 7.10. Он состоит из полуокружности Сд, 
отрезка [—Л; —р], полуокружности Ср и отрезка [р;Я]. Очевидно,

/ т - »

Отсюда следует, что

С 0 Р - R  C r

где обход кривых Ср и Cr  совершается против часовой стрелки. 
Таким образом,
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+00

/

Рис. 7.10
sin х
------ах. Пусть 7PfR —  кон-

X

Р Ср C r

Из примеров, рассмотренных в п.7.1, следует, что

lim / —  dz =  ni. p-*oJ z
c P

Следовательно,
R
f  sinx j  f  exi ,

2t / ------ax =  m — / —  dz.
J x J z
0 C r

11*
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Последний интеграл стремится к нулю при Я -Н -оо . Действительно,

ir ir/2J ~ ~ d z  <  j e~R” n v d<p =  2 J
СЯ О О

а так как sin^> >  2<р/п для ^  G [0; тг/2], то

ir/2  ir/2 Л

2 J  e - * " n * <  2 j  dy> =  1 ( 1  -  с "я ) ->• 0

+оо
sin х ^  _  я*

ж Х ”  2* 
о

7.3. Интегральная формула Коши. Кривая, не имеющая точек 
самопересечения, называется простой кривой. Кривая, у которой 
начало и конец совпадают, называется замкнутой кривой.

Л е м м а .  Пусть функция f ( z )  в некоторой области G  (не 
обязательно односвязной) имеет непрерывную производную. Тогда, 
если простые замкнутые кривые 71 С G и 72 С G не пересекаются 
и образуют границу ограниченной области g С G, то

J  f ( z ) d z  =  J f ( z ) d z ,

l i  Та

где обход кривых 71 и 72 совершается в одном и том ж е направлении 
(против часовой стрелки или по часовой стрелке).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соединим кривую 71 с кривой 72 кусочно­
гладкой кривой 7о, не выходя из области д. Пусть А  и В  —  концы

кривой 7о, причем A  € 7ь  В  € 72 
(рис. 7.11).

Тогда кривые А^\А и А уоВ ^В уоЛ  
гомотопны в области G, и поэто­
му интегралы по ним от f ( z )  рав­
ны. Осталось заметить, что интеграл 
по A jqB ^ B joA  равен интегралу по 
В 72В. Лемма доказана.

Пусть простая замкнутая кривая 7 
является границей области G. Тогда 
говорят, что кривая 7 ориентирована 
положительно относительно области 

G y если при обходе 7  согласно ориентации область G  остается 
слева.

при R  +оо. Таким образом
■



$ 7. ИНТЕГИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 325

Теорема. Пусть функция f(z) непрерывно дифференцируема в односвязной области Df, и пусть у — простая замкнутая кусочно-гладкая кривая, содержащаяся в Df. Тогда, если G1 — ограниченная область с границей у, и у ориентирована в положи­тельном направлении относительно Glt то
¥ l € G ’ - (1) 

7

Формула (1) называется интегральной формулой Коши.
Доказательство. При фиксированном z £ G1 функция 

/(С )/(С “ *) дифференцируема по С в любой точке £ € Df, кроме £ =  
=  z. Так как множество Gy открытое, то существует 6 >  0 такое, 
что Об (г) С G-y. Через Ср обозначим окружность радиуса р < 6 с 
центром в точке z. Тогда

J_ [№_dt--L[l£Ldt--L /*/(«) + Ж)-/(*)*■ =
2**7 С - *  4 2**7 С - *  4 2**7 С - г  4

ср с.
Окружность Ор задана уравнением £ — * +  ре**, 0 <  t < 2п. 

Поэтому

• / й £ *  =  1.
2 **  7  С ~  *  2 **  J  prtl

с, о

Следовательно,

/ (* ) =
J _  [  /(С) 1 [ № - М
2 * * 7  < - *  2 * *7  с —*

Т С,

Отсюда, в частности, следует, что последний интеграл не зависит 
от р. Покажем, что он равен нулю.

Так как функция /(С) в точке г имеет производную, то36, М> 0: |/ (С -/ (* )|<М |< -*|
О

для любого С €Ол (г). Поэтому, если р <6, то

т - т , ,
с '

<  м р

а  э т о  и о зн а ч а е т , ч т о  р а с с м а т р и в а е м ы й  и н т е гр а л  р а в ен  н у л ю .
Т е о р е м а  д о к а з а н а .
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Глава 8. Числовые ряды 

§ 1. Рады с комплексными членами
1.1. Основные определения и необходимое условие сходимости. В

этом параграфе обобщим понятие суммы на случай бесконечного 
числа слагаемых и изучим свойства таких бесконечных сумм. А  так 
как многие их свойства справедливы как для действительных чисел, 
так и для комплексных, то все основные определения сформулируем 
в множестве комплексных чисел.

О п р е д е л е н и е  1. Д ля  любой заданной последовательности 
комплексных чисел z\, , . . . ,  zn , . . .  выражение вида

оо
* 1  +  Z2 +  . . . +  * „  +  . . .  И Л И  ( 1 )

*=1

называется числовым рядом с общим (п -м ) членом zn (или г*). 
Сумма

п

• » =  5 > ,  n € N,
1

называется п-й частичной суммой ряда (1), а ряд 

оо
У"1гць, где и k =  Zn+k, 
к = 1

называется п-м остатком ряда (1) и обозначается 

оо
^ 2  ** или г п + 1  +  *„+2 +  • • • 

fc=n+l

О п р е д е л е н и е  2. Ряд называется сходящимся, если последо­
вательность его частичных сумм сходится. В противном случае 
ряд называется расходящимся.

О п р е д е л е н и е  3. Предел последовательности частичных сумм 
ряда называется суммой этого ряда.

Таким образом, если s —  сумма ряда (1), то, согласно опреде­
лению, п

8 =  lim en =  lim > Z k -  пчоо n-юо ̂
/с= 1

8 - 2 >
*=1

В этом случае пишут
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Следовательно, вопрос о сходимости ряда равносилен вопросу 
о сходимости последовательности его частичных сумм. Обратно, 
любая последовательность { * „ }  является последовательностью ча­
стичных сумм ряда

*1 + (*2 -  *l) +  (*3 -  *2) + . . . +  (* п -  Z n - 1) +  . . . ,

и поэтому ее изучение может быть сведено к изучению это го  ряда. 
Это означает, что рассмотрение рядов есть просто новая форма 
изучения последовательностей. Однако ряды во многих случаях 
более удобны как при доказательстве существования предела, так 
и при его вычислении.

П р и м е р  1. Числовой ряд с общим членом а„ =  , ■ -—-г
п (п + 1 )

сходится и его сумма равна 1.

Действительно, ап = ---- ------- гг,
п ( п + 1 )

и поэтому lim sn =  1.
П -fO O

П р и м е р  2. Числовой ряд с общим членом ап =  1/п2 сходится. 
Действительно, последовательность его частичных сум м  sn мо­

нотонно возрастает и ограничена сверху, так как

я 1 J+1 -

= £ ‘ 5 < 1 + £ ( г г т >г =
1 +  1-

п +  1
<  2

для любого п € N.
П р и м е р  3. Числовой ряд с общим членом ап =  l /л/п расхо­

дится. Его сумма равна +оо.
Действительно,

f  1 .  1 г

и поэтому lim sn =  +оо.n-foo
Д ля рядов имеет место следующее достаточно простое необхо­

димое условие сходимости.
Т е о р е м а .  Если ряд (1) сходится, то

lim гп =  0.
п-+оо (2 )
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ряд (1) сходится, т.е. последовательность 
его частичных сумм 8п имеет конечный предел. Поэтому из 
очевидного равенства

z n =  s n $n— 11

справедливого для любого п >  2, следует, что zn —¥ 0 при п —> оо. 
Теорема доказана.

Пример 3 показывает, что условие (2) не является достаточным 
условием сходимости ряда.

П р и м е р  4. Рассмотрим числовой ряд

1 +  Я +  Я2 + (3)
т.е. ряд с общим членом zn =  qn 1, где q —  некоторое заданное 
число (действительное или комплексное).

Известно, что

к=1

1 - д п

1 - я
(4)

для любого q ф 1. Бели же q =  1, то $„ =  п. Из формулы (4) 
следует, что если \q\ <  1, то

Km 8п = п-юо 1 -  g

Следовательно, если |qr| <  1, то ряд (3) сходится, и его сумма равна

Для любого q, у которого |qr| >  1, ряд (3) расходится, так как не 
выполняется необходимое условие сходимости. В частности, если 
9 =  1, то сумма ряда (3) равна +оо, а если q =  —1, то он не имеет 
суммы (ни конечной, ни бесконечной).

Заметим, что любую сумму конечного числа слагаемых мож­
но рассматривать как ряд, добавив к ней члены, равные нулю. 
Очевидно, сумма этого ряда совпадает с заданной суммой.

1.2. Свойства сходящихся рядов. Сформулируем и докажем 
несколько общих свойств сходящихся рядов, являющихся непо­
средственными следствиями соответствующих свойств сходящихся 
последовательностей.

Т е о р е м а  1. Если ряд сходится, то и любой его остаток 
сходится; обратно, если сходится некоторый остаток ряда, то и 
ряд сходится.

оо
Кроме того, если ряд £  z* сходится, то для любого р € N

k - l
справедливо равенство

ОО Р 00

] С * * = £ * * +  И  **•
fc=l *=1 *=р+1
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оо
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р-й остаток ряда £  ** сходится, и

*= i
его сумма равна гр. Тогда для любого п >  р справедливо равенство

л я
sn =  * *  =  *р +  * *  I

к=1 *=р+1
из которого следует, что

lim sn =  «р +  Гр,я-̂ оо
т.е. данный ряд сходится, и его сумма равна 8Р +  гр.

Обратно, пусть данный ряд сходится, и его сумма равна s. 
Тогда для любого п >  р справедливо равенство

я
У !  zk ~  &п ~  8р,

*=Р+1

из которого следует, что р-й остаток ряда сходится, и его сумма 
равна 5 — 5р. Теорема 1 доказана.

ОО 00 оо
Т е о р е м а  2. Если ряди J2ak и сходятся, то ряды £ ( а * ±

fc=l к=1 *=1оо
±Ь*) ti £  са*, где с — некоторое число, тоже сходятся, и 

k=1
оо оо оо

5 3 (а* ±  6*) =  £  а* ±  $ 3  Ь*,
fc=l к=1 1

(1)

оо оо

5 > * = с 5 > .
*=1 к=1

(2)

00 оо
Действительно, если а и Ь —  суммы рядов £  а* и £  то из

/с=1 fc=l
соответствующих теорем о пределах последовательностей следует, 
что П Я П

lim ^ М  11т а* ^  *im У !Ьк =  а ± Ь ,я-юо^^ я—юо ' я—юо
*=1  fcss 1

я я

lim со* =  с lim У** а* =  са.
я-ю о '  Я-ЮО

fc=l *=1

Эта теорема означает, что сходящиеся ряды ” можно складывать 
почленно” и что ” общий множитель можно выносить за скобку” . 
” Можно” в том смысле, что выполняются равенства (1) и (2).
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оо
Т е о р е м а  3. Для того чтобы ряд ^  г* сходился, необходимо

к= 1
и достаточно, чтобы выполнялось условие

V e > 0  3 N ' V n > W c,V p €  N
n+p

Е  *
*=П+1

<  € (3)

Действительно, условие (3), называемое условием Коши для ря­
да, —  это условие Коши для последовательности { sn}  его частичных 
сумм, так как

п+р

У ! zk — 5п+р “  8п.
fc=n+1

Заметим, что из условия (3) при р =  1 следует, что lim =  0.
П-400

§ 2. Рады с неотрицательными членами
2.1. Признаки сравнения. В этом параграфе будем рассматривать 

числовые ряды с действительными неотрицательными членами. У  
любого такого ряда последовательность частичных сумм является 
монотонно возрастающей. Она всегда имеет предел, причем, если 
она ограничена, то ее предел конечный, в противном случае он 
равен 4-оо. Таким образом, любой ряд с неотрицательными членами 
имеет сумму, конечную или равную +оо, и для таких рядов имеет 
место следующий к р и т е р и й  с х о д и м о с т и :

Ряд с неотрицательными членами сходится тогда и только 
тогда, когда последовательность его частичных сумм ограничена.

Заметим, это утверждение по форме напоминает критерий сходи­
мости несобственных интегралов от неотрицательных функций. Как 
и для несобственных интегралов; для рядов с неотрицательными 
членами имеет место следующий признак сравнения.

Т е о р е м а  1. Пусть ап >  0, Ьп >  0 Vn € N и а„ =  0 (Ьп)
ОО 00

при п —► оо. Тогда, если ряд сходится, то ряд а«
П=1 П=1

00 оо
тоже сходится. Если ж е ряд £  а«  расходится, то и ряд £  Ьп

п=1 п=1
расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условие ап =  0(Ьп) при п —► оо для нео­
трицательных ап и 6П означает, что

3 0  0, Эр: Vn > р  а „ < С Ь п.

Vn >  р
*=р к=р

Следовательно,
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Отсюда и из критерия сходимости ряда с неотрицательными чле­
нами следует, что если ряд из Ь* сходится, то ряд из а* тоже 
сходится. Бели же ряд из а* расходится, то и ряд из 6* расходится. 
Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е .  Если ап >  О, 6П >  0 Vn € N и ап и Ьп одного по-
00 оо

рядка при п оо, то ряди £  ап и £  Ьп сходятся или расходятся
п=1 П=1

одновременно.
Действительно, условие ” ап и 6П одного порядка при п —>* оом 

означает, что ап =  0{Ьп) и 6П =  0 (а п) при п —► оо.
Т е о р е м а  2. Если ап >  О, 6П >  0 Vn Е Ш и существует N 

такое, что

£2±i <  Vn >  N ,
On Оп

00 оо
т о  из сходимости ряда £  Ьп следует сходимость ряда а„ (и, со-

П=1 П=1
оо

ответственно, из расходимости ряда ап следует расходимость
п=1

рлЗа X] Ь„).
П=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В этом случае

QN-H <  bjV+1 °АГ+2 <  ЬдГ+2 Qn ^  Ьп

a N  ~  Ь м  ' ayv+i “  frjv+i * * вп- i  "" &n-i

где n >  N . Перемножив эти неравенства, получим :

Qn <  Ьп т.е. Ап

для любого n > f t .  Отсюда следует, что ап =  0 (ЬП) при п —► оо, 
т.е. выполняются условия теоремы 1. Теорема 2 доказана.

Все доказанные выше утверждения называются 
сравнения: в них один ряд сравнивается с другим.

„  . °° sin2 пх _  _
П р и м е р  1. 2J — —— ,

признаками

П =  1 п*
Так как

0 <
sin2пх ^  1

оо
и ряд 53 1/я2 сходится (см. пример 2 из п.1.1), то по теореме 1

П =  1
данный ряд тоже сходится при любом х € М.
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П р и м е р  2. Рассмотрим гармонический ряд J3 1/п и сравним
nsl

его с рядом
00

Так как

! > ( - ; ) •

- К И

при п оо, то эти ряды» согласно следствию, расходятся или 
сходятся одновременно.

Из равенства

In ^1 +  =  ln(n +  1) — In n

следует, что

*n =  ^  In f  1 +  =  In (n +  1) -»• +oo
fc=l '  '

при ti —у оо. Следовательно, данный ряд тоже расходится. 
П р и м е р  3. Рассмотрим ряд с общим членом

“” = i - in( i + » ) '
Этот ряд сходится, так как, согласно формуле Тейлора,

“” = 2^ + 0( ^ )

при П ОО, И ряд £  l/1*2 СХОДИТСЯ.
П =  1

Легко видеть, что

к= 1 *=1 К k= 1 '  '  *=1

Обозначив через С  сумму данного ряда, получим замечательную 
формулу

У  ^ = 1пп + С  + о(1)
fc=i *

(1)
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при п -*  оо. В частности,

"  1
У ]  — ~  In п при п —̂  оо. 
к=1 *

Постоянная С  в формуле (1) называется эйлеровой постоянной: 
С  =  0,577...

П р и м е р  4. Ряд с общим членом ап =  -— Ц ------- —, п >  2,
(п — 1)а па

сходится при любом а >  0, и его сумма равна 1, так как

у ( - Л ______± )  =  1 - ±
j ^ V  ( k - l ) °  к ' * )  П « '

По теореме Лагранжа о среднем получаем: существует в Е (0; 1) 
такое, что

1 1 - а
n* ( n - l ) «  ( п - 1  +  0 )*+ !

Следовательно,

(п -  1 +  0)“ » >  n“ +i ■

Отсюда и из теоремы 1 следует, что ряд l/ntt+1 сходится при
п = 1

оо
любом а >  0. Таким образом, ряд £  1/п* сходится при а  >  1 и

n s r l
расходится при а <  1.

Последнее утверждение следует из того, что 1 /па >  1 /п при 
а <  1, а гармонический ряд расходится.

2.2. Признаки сходимости Даламбера и Коши. Признаки Коши 
и Даламбера являются непосредственными следствиями признаков 
сравнения (см. теоремы 1 и 2 из п.2.1): в них ряд

П=1
(1)

с неотрицательными членами сравнивается с геометрической 
прогрессией.

Т е о р е м а  1. Если существует N  такое, что

J < b t< q  V n > N , .  (2)

где 0 <  q <  1, то ряд (1) сходится. Если ж е

^ Г > 1  V n > W ,  (3)

то ряд (1) расходится.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (2) следует, что 

an < q n Vn>JV,

и поэтому ряд (1) сходится, так как геометрическая прогрессия с 
общим членом Ьп =  qn, 0 <  q <  1, сходится. Если же выполняется 
условие (3), то

an >  1 V n > W ,

и поэтому ряд (1) расходится, так как не выполняется необходимое 
условие сходимости. Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е  1. Пусть ряд (1) такой, что а„ > 0  Vn и

lim =  С  ' (4)
п-юо

Тогда, если С  <  1, т о  ряд сходится, а если С  >  1, т о  ряд 
расходится. ™

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 <  С  <  1. Выберем некоторое 
q 6 (С; 1). Тогда для этого q из (4) следует условие (2), и поэтому 
ряд (1) сходится. Если же С  >  1, то выполняется условие (3), и 
поэтому ряд (1) расходится. Следствие 1 доказано.

Теорема 1 называется признаком Коши, а следствие 1 —  при­
знаком Коши в предельной форме.

Т е о р е м а  2. Если существует N  такое, что

^ 2 ± i < g  V n > W ,  (5)
<*П

где 0 <  q <  1, то ряд (1) сходится. Если ж е

W n > N ,  (6)

mo ряд (1) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (5) следует, что для п >  N  

выполняются неравенства

а п  <  Ч а п - 1  < ■ ■ <  a N 4 n ~ N  =  ~ w 4 n -
Я

А так как геометрическая прогрессия с общим членом Ьп =  
=  oN /qN qn, 0 < * < 1 ,  сходится, то и ряд (1) сходится. Если же 
выполняется условие (6), то

ап >  an_ i  >  .. . >  ajv >  0 Vn >  ЛГ,

и п о это м у  р я д  (1 )  р а с х о д и т с я , т а к  к а к  не в ы п о л н я е т с я  н ео б хо д и м о е
у с л о в и е  сх о д и м о ст и . Т е о р е м а  2  д о к а з а н а .
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С л е д с т в и е  2. Пусть ряд (1) такой, что ап >  0 Vn и

lim =  D . (7)
n-юо ап v 7

Тогда, если D  <  1, т о  ряд сходится, а если D  >  1, т о  ряд 
расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 <  D  <  1. Выберем некоторое g 6 
Е (Ь ;1 ). Тогда для этого q из (7^ следует условие (5), и поэтому 
ряд (1) сходится. Если же D  >  1, то выполняется условие (6), и 
поэтому ряд (1) расходится. Следствие 2 доказано.

Теорема 2 называется признаком Даламбера, а следствие 2 —  
признаком Даламбера в предельной форме.

Заметим, что если в условии (4) С  =  1, то, как показывают 
примеры (см. примеры 1-3 из п.1.1), о сходимости ряда ничего 
определенного сказать нельзя: он может как сходиться, так и 
расходиться. Аналогичное замечание справедливо и в случае, 
когда D  =  1.

00 /х2\ п
П р и м е р  1. Рад Y* ( —  ] сходится при любом х 

п=1 V п у
Действительно,

lim VaJT =  lim —  =  0 Vx £ R, 
п-юо n—¥oo n

и поэтому, согласно признаку Коши, данный рад сходится при 
любом х £ R.

оо ж2 п
П р и м е р  2. К ряДу £  применим признак Коши

n=i 2П

Следовательно, данный рад сходится, если |х| <  \/2, и расходится, 
если |х| >  у/2.

оо хп
П р и м е р  3. По признаку Даламбера рад 2J т  сходится при

n=i л!
любом х >  0, так как

lim 2 2 ± !=  Н т - Ц .  =  0.
П-fOO ап п-*оо п +  1

В заключение докажем одно обобщение признака Коши в предель­
ной форме. Оно будет полезным при изучении степенных радов. 

Т е о р е м а  3. Пусть ряд (1) такой, что ап >  0 Vn и

lim =  С .
П -¥ 0 0

Тогда, если С  <  I, то ряд сходится, а если С  >  1, то ряд 
расходится-



336 Г Л . 8 ЧИ СЛО ВЫ Е Р Я Д Ы

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 <  С  <  1. Выберем некоторое q 6 
€ (С ;1 ). Тогда из определения верхнего предела (как наибольшего 
частичного предела) следует, что

3 N  : Vn >  ЛГ tfa^ <  qt an < q n,

и поэтому данный ряд сходится. Если же С  >  1, то существует 
подпоследовательность аПк такая, что

lim =  С,
*-+00

и поэтому
З К :  V k > K  аПк>  1.

Следовательно, в этом случае не выполняется необходимое условие 
сходимости. Теорема 3 доказана.

2.3. Признак Раабе. В признаках Коши и Даламбера ряд
00

5 ^ в „ ,  а„ >  О, (1)
П=1

сравнивается с геометрической прогрессией. В тех случаях, ко­
гда эти признаки не дают ответа, приходится использовать более 
сложные признаки, в которых ряд (1) сравнивается с рядами, схо­
дящимися или расходящимися “медленнее” , чем прогрессия. Здесь 
рассмотрим признак Раабе, в котором ряд (1) сравнивается с гар­
моническим рядом

00 1
Z-j па
п=1

(2)

Т е о р е м а .  Если существует N  такое, что

П ( ^ _ _ Л > Г V n > N , (3)
\ «»+1  / ~

где г >  1, то ряд (1) сходится. Если ж е

\в»+1 )
V n >  N, (4)

т о  ряд (1) расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (3) следует, что

+  -  V n > N ,
вп+1 л

где г >  1. Выберем некоторое а 6 (1; г). Д ля  этого а  существует 
N a такое, что

1 +  £ > ( 1 + п )  V n ^ JVe>
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так как

при п —> оо. Следовательно, для любого п >  щах{ЛГ, N a} справед­
ливо неравенство

т.е.
^ ( ‘♦ s r - e ^ r

ап+1 1 / {п + 1 )а 

ап 1/па

Так как рад (2) при а >  1 сходится, то по теореме 2 из п.2.1 
ряд (1) тоже сходится.

Бели же выполняется условие (4), т.е.

Оо+1 “  П

П + 1
п

Ч п >  N,

ь ± 1 > щ + Л  V n > w ,
ап -  1/п

А  так как рад (2) при а =  1 расходится, то по теореме 2 из п.2.1 
рад (1) тоже расходится. Теорема доказана.

Признак Раабе, как и признаки Коши и Даламбера, обычно 
применяется в предельной форме.

С л е д с т в и е .  Пусть ряд (1) такой, что >ап > 0  Vn и

lim п ( -  Л  =  R.
" “ ♦0° \ а п+1 /

Тогда, если R  >  1, то ряд сходится, а если R  <  1, т о  ряд 
расходится.

Оно доказывается так же, как и следствия 1 и 2 в предыдущем 
пункте. Предлагается доказать в качестве упражнения.

Очевидно, если предел

D =  lim 22±1
n-foo an

существует и D ^ l ,  то Д =  +оо при D  <  1 и R  =  —оо при ZJ >  1. 
Следовательно, если признак Даламбера дает ответ на вопрос о 
сходимости ряда, то признак Раабе тоже его дает, причем все такие 
случаи имеют место при R  =  ±оо. В этом смысле признак Раабе 
значительно сильнее признака Даламбера.

12 — 1402
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П р и м е р  1. Рассмотрим ряд £  7— — г— -------г , где х >  0.
п=1 ( *  + 1 )  . . . ( *  +  п)

По признаку Даламбера получаем :

lim =  lim " ■+  =  1 V *.
п-¥00 ап n-юо х +  П +  1

Следовательно, здесь признак Даламбера неприменим. Применим 
признак Раабе:

lim „  -----Л  =  am Л И .  -  х.
П-fOO \С1П^1 У Л-fOO И +  1

Таким образом, если х >  1, то рад сходится, а если х <  1, то 
рад расходится; при х =  1 он тоже расходится.

00 1 / п \ п
П р и м е р  2. Рассмотрим ряд Y ) —г ( —) .

n=i п! \е/
Д ля него

n -  l )  =  n ( l  +  -  1^ =  п (е • е-"И1+1/") -  1) =

= z n ( e -  e-"(l/"-l/2n*+o(l/na)) _  ^  „  ^е1/2п+0(1/п) -  1̂  =

= ’, ( s + ° ( ; ) )  = 5+0(1)- ' l  ”р" " - * 00'
Следовательно, данный рад расходится.

2.4. Рады с монотонными членами. Во многих случаях, встре­
чающихся в приложениях, члены ряда

00

] ^ а П| а„ >  0, (1)
»= 1

монотонно убывают, т.е. ап >  an+i Vn € N. Д ля  таких рядов 
справедлива следующая интересная теорема Коши.

Т е о р е й а  1. Если члены ряда (1) неотрицательны и монотонно 
убывают, то он сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд 

00

У ]  2*a2fc =  ai +  2a2 +  4a4 +  .. .  (2)
*=o

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть sn —  n-я частичная сумма рада (1), 
а tn —  n-я частичная сумма рада (2). Тогда

$п ^  *2* = 0 1+  (®2 +  аз) +  • • • +  +  • • • +  +  <*2П <
<  fli +  2a2 +  . . .  +  2n“ 1a2n-i +  2na2* =  tn
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т.е. 8п <  tn для любого п Е N. Поэтому если ряд (2) сходится, то 
ряд (1) тоже сходится. С другой стороны,

$2Л — +  <*2 +  (вз +  а4) +  • • • +  (о2*»-1+1 +  - . . +  <*2*0 >

>  2 ° г ^  ° 2 ^  ^  2п-1а2л — 2*л »

т.е. <  2в2л для любого п Е N. Поэтому, если ряд (1) сходится, 
то сходится и ряд (2). Теорема 1 доказана.

Заметим, что в этой теореме ряд (2) можно заменить более 
общим рядом

f y v ,
fc=o

где р —  любое натуральное число, отличное от 1. Удивление вы­
зывает то, что довольно ’’ редкая” подпоследовательность последо­
вательности { а „ }  определяет сходимость или расходимость ряда (1).

00

Например, поведение ряда l/n0t> сг >  0, совпадает с поведе-
п = 1 

оо
нием ряда £  2* • 1/2*а, который сходится при а >  1 и расходится 

*=о
при а <  1.

Далее, ряд
0° j

сходится или расходится одновременно с рядом 

00 1 
^ 2*2 ''(1п2*)» = ( 1 п 2 ) - ^

оо 1

Е р г

В заключение докажем еще один признак сходимости ряда с 
неотрицательными монотонными членами, в котором ряд сравни­
вается с несобственным интегралом. Он называется интегральным 
признаком Коши.

Т е о р е м а  2. Если функция / (х), х Е [1;+оо), неотрицательная
оо

и монотонно убывающая, то для сходимости ряда £  /(п ) необхо-
+ 0 0  n = 1

димо и достаточно, чтобы сходился интеграл J f ( x ) d x .

1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что так как функ­

ция / (х) монотонна, то она интегрируема по Риману на любом 
отрезке [1;?/]. Тогда

12*
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для любого п >  2. Поэтому, если интеграл сходится, то и ряд 
сходится. С другой стороны, если [rj\ —  целая часть числа т), то

для любого г} >  1. Поэтому, если ряд сходится, то интеграл тоже 
сходится. Теорема 2 доказана.

оо
Таким образом, ряд £  1 /па сходится или расходится одновре-

+оо n=1
[  dx

менно с интегралом / — , который, как известно, сходится при 

1
а >  1 и расходится при а <  1.

§ 3. Признаки сходимости радов 
с произвольными членами

3.1. Знакопеременные рдпы. В этом пункте рассмотрим ряды с 
действительными членами, которые поочередно то положительные, 
то отрицательные. Такие ряды называются знакопеременными или 
знакочередующимися.

Т е о р е м а .  Если последовательность { ап}  монотонна и а„ О 
при п —► оо, то ряд

E ( - i  г - ч  (1)
П = 1

сходится. Причем, если $ и вп -*• сумма и п-я частичная сумма 
ряда (1), то

l * “ * n | < l a»+i|  V n €  N.  (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не ограничивая общности, будем считать, 
что { а „ }  монотонно убывает и, следовательно, ап >  0 Vn. Тогда

п+р

fcsn+l
=  вп+ i “  «п+а +  • • • +  (—■l )p~ lan+p- (3)

Действительно, если р четное, то сумма (3) —  это сумма неотри­
цательных разностей a* — а*+1. Если же р нечетное, то к этим 
разностям добавится еще одно неотрицательное слагаемое an+p.

Д ля оценки суммы (3) заметим, что если р нечетное, то она есть 
сумма an+i и разностей a*+i — a* <  0, и поэтому не превосходит 
an+i. Если же р четное, то из предыдущей суммы вычитается an+p,
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поэтому и в этом случае сумма (3) не превосходит an+i. Таким 
образом,

п+р 

fc=n+l
< a n+i Vn,p. (4)

Поэтому, если ап -¥  0 при п ч о о ,  то ряд (1) удовлетворяет условию 
Коши и, следовательно, сходится.

Неравенство (2) следует из неравенства (4) при р оо. Теорема 
доказана.

Эта теорема называется признаком Лейбница сходимости зна­
копеременных рядов.

П р и м е р  1. Ряд

Е ( - 1 ) " п в (5)
П =  1

при любом а >  0 удовлетворяет всем условиям признака Лейбница. 
Поэтому он сходится при любом a >  0. При а <  0 он расходится, 
так как не выполняется необходимое условие сходимости. 

П р и м е р  2. Рассмотрим ряд

( - 1)"
“ j n* “  ( - 1 ) "

(6)

При а <  0 он расходится, так как не выполняется необходимое 
условие сходимости. При а >  0 имеем:

( - 1 ) "  ( - 1 ) "  / ( - Ц - у 1 =  ( - 1) "  , 1 I ть
п* — (—1)п па \ па ) па п2<* п2*'

где 7П —> 0 при п —► оо. Так как ряд с общим членом ип =  (—1 ) п/па 
сходится при а >  0, а ряд с общим членом

Vn =
п2а

7п
n 2ar

Ли
сходится только при 2a >  1, то данный ряд сходится при а >  1/2, 
а при a <  1/2 расходится.

Легко показать, что последовательность

1
( _ 1)п

будет монотонно убывающей только при a >  1. Следовательно, по 
признаку Лейбница можно лишь утверждать, что ряд (б) сходится 
при a >  1.
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3.2. Абсолютно сходшщеся рдцы. Д ля  рядов с неотрицательны­
ми членами в предыдущем параграфе доказано несколько доста­
точно простых признаков сходимости, поэтому изучение сходимости 
произвольных рядов естественно начать с тех случаев, когда оно 
сводится к изучению сходимости рядов с неотрицательными чле­
нами. Здесь полезно следующее общее утверждение о сравнении 
данного числового ряда

S >  (1)
п = 1

с рядом

£  !*»!>
п = 1

(2)

членами которого являются абсолютные величины членов ряда (1). 
Т е о р е м а  1. Если ряд (2) сходится, то ряд (1) тоже сходится. 
Действительно, так как

п+р

Е **
fc=fl + l

П+р

< Е w
fcsn+1

Vn,p € N,

и ряд (2), в силу сходимости, удовлетворяет условию Коши, то 
ряд (1) тоже удовлетворяет условию Коши и поэтому сходится.

О п р е д е л е н и е .  Числовой ряд (1) называется абсолютно схо­
дящимся, если ряд (2) сходится. Если же ряд (1) сходится, а ряд
(2) расходится, то ряд (1) называется условно сходящимся.

Таким образом, теорема 1 утверждает, что любой абсолютно схо­
дящийся ряд сходится. Обратное утверждение является неверным. 
Например, ряд

Г-1)"
^  п «П=1

сходится при любом а  >  0, а абсолютно сходится только при а  >  1, 
т.е. при а € (0; 1] он сходится условно.

Сформулируем два почти очевидных свойства абсолютно схо­
дящихся рядов.

оо оо
Т е о р е м а  2. Если ряды £  ип и £  v* абсолютно сходятся,

nssl nssl
00

то ряд £  (tin +  Vn) тоже абсолютно сходится.
П=1

оо
Т е о р е м а  3. Если ряд £  *п абсолютно сходится, а последова­

л а
00

тельность {сп}  ограничена, то и ряд £  cnzn абсолютно сходится.
П = 1
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Действительно, если |cn| <  М  Vn, то

|с„*„| <  М  • |*n| Vn,
оо

и поэтому ряд |сп*п| сходится (по признаку сравнения).
п=1

оо
Заметим, что если ряд Y1 гп сходится условно, а последователь-

п=1
00

ность [ с п]  ограничена или даже стремится к нулю, то ряд сп*п
п=1

может расходиться. Например, ряд с общим членом ип =  (—1 ) п/у/п 
сходится, последовательность сп =  (—1)п/>/п, п 6 N, сходится к 
нулю, однако ряд с общим членом спип =  1/п расходится.

3.3. Признаки сходимости Дирихле и Абеля. В этом пункте 
рассмотрим ряды вида

(1)
п=1

где ап —  действительные, а 6П —  комплексные числа. Очевидно, 
при Ьп =  (—1)п и ап >  0 имеем знакочередующийся ряд (см. п. 3.1). 

Т е о р е м а  1. Если последовательность {ап}  монотонно убывает
оо

и Иш ап =  0, а последовательность частичных сумм ряда Ьп
"-*00 П = 1

ограничена, то ряд (1) сходится.
п

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Бели Вп =  £  то, очевидно,
*= 1

п+р

У  0^6  ̂=
fc=n+l

П + Р

5 3  ак(Вк — B k - i)  =
fc=fl+l

— an+l (*Sn+l — -8n) + Gfi+2(5n+2 ““ -Sn+l) + . . . + an+p(-8n+p ““ -®n+p—l) —

n+p—1
=  — вп+1#п +  53 Bh[pk — Ofc+ i) +  an+pBn+p.

fc=n+l

Это преобразование называется преобразованием Абеля. Оно широко 
используется в теории рядов.

По условию последовательность { £ „ }  ограничена. Пусть

\вп\ < м  v n e N .

п+р
У

k = n + l

п+р

< M a n+i +  M  У  ( e * - a f c + i )  +  Affln+p,
fe=n+l

Тогда
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так как а* >  а*+1 >  0. Следовательно,

п+р
У "  а*Ь* <  2Мап+1

fc=n+l
Vn.p.

По условию Um  ̂а„ =  0, поэтому, в силу критерия Коши, данный 

ряд сходится, причем его n-й остаток имеет оценку:
00

У!
*=п+1

<  2Man+i.

Теорема 1 доказана.
Эта теорема называется призиахчш Дирихле сходимости ряда. 
П р и м е р  1. Рассмотрим ряд

где ® € R, а 6 ®, emr =  cosn® +  t sin n®.
При а <  0 ряд расходится, так как не выполняется необходимое 

условие сходимости.
При а >  0 последовательность а„ =  1/па , монотонно убывая, 

сходится к нулю. Оценим сумму

ВТ ilex

fcssl

Д ля этого заметим, что это есть сумма геометрической прогрессии, 
причем

е,'*Я п =  Вп - г ,* +  е,'<п+1К

Поэтому, если х ф kir, то

Вп
e i (n + l ) *  _  е »*

е‘г - 1

|Sn| =
1

Г Г  ®
2|sm -

Lt(n+l)r _  е<*

Следовательно, при а >  0 данный ряд сходится по признаку Ди­
рихле При ЛЮбоМ X ф 2Д?7Г.

При q >  1 он сходится абсолютно, а если 0 <  а <  1, то он 
сходится условно, так как

einx
JL_

п «
V® € К .
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П р и м е р  2. Рассмотрим ряды

£
п  =  1

совпх  
п*

и £
ns 1

sin nx 
n*

Так как cosnx +  tsinnx =  emr, то из примера 1 следует, что данные 
ряды сходятся при любом х ф 2Ьг, если а >  0. (Очевидно, второй 
ряд сходится при любом х G М.) При а >  1 они сходятся абсолютно 
при любом х € №.

Если же а € (0;1], х ф kiг, то данные ряды сходятся условно. 
Действительно, так как

sin nx
^ . 2 1 1  
>  sin nx =  -  — -  cos 2nx, 

2 2
00 00

причем ряд V nQr расходится к +oo, а ряд J3 (cos2nx)/n°
nsl п=1оо

сходится, поэтому и ряд J3 |sinnx|/ntt расходится. Аналогично
П =  1

рассматривается и другой ряд.
П р и м е р  3. Рассмотрим ряды с общими членами

Так как

sin n sin п
tin = - 7 = ----:---  И Vn =  -7 = -------- .у/П — Sin n. i у/П — COS n

sinn sin П . . ..

00 00

при n 00, причем ряд £  (вш п)/^п сходится, а ряд J2 (sin2 n)/n
n=l n=l

00

расходится, то ряд £  u„ тоже расходится. Далее,
nsl

sin n sin n • cos n -  (  1 \

при n —► оо, причем ряды
«и . W  ■ n

Sin n sin 2n

£ 7 * иnsl V nsl

СХОДЯТСЯ, ПОЭТОМУ ряд 53 Vn тоже сходится.
nsl

Т е о р е м а  2. Если последовательность {а га}  монотонно убывает 
00

и ограничена, а ряд J2 &п сходится, то ряд (1) сходится.
nsi
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim ап =  а. Тогда последователь-
п-юо

НОСТЬ а„-ап-а, п € N,

монотонно убывает и lim ап =  0. В этом случае данный ряд естьn-*oo
сумма двух сходящихся рядов:

ОО 00 00

£ a nbn = a £ b n +  £ a nb„,
п = 1 П=1 П=1

где первый ряд сходится по условию, а второй —  по признаку 
Дирихле. Следовательно, ряд (1) тоже сходится. Теорема 2 
доказана.

Из этой теоремы, которая называется признаком Абеля сходи­
мости ряда, следует, что члены сходящегося ряда можно умножать 
на монотонную ограниченную последовательность. "Можно” в том 
смысле, что вновь полученный ряд тоже будет сходиться.

§ 4. Свойства абсолютно и условно 
сходящихся радов

4.1. Сочетательное свойство. Понятие суммы ряда существенно 
отличается от понятия суммы конечного числа слагаемых. Во 
многих случаях привычные нам свойства сумм для рядов не вы­
полняются. Рассмотрим ряд

Х > » а)
П=1

Объединим его члены в некоторые группы, не меняя их порядок: 

а\ +  .. .  +  аП1, ani+i +  .. .  +  аПя, . . . ,  anfc+i +  .. . +  вп<|+1, . . . ,  

и рассмотрим новый ряд

i >  (2)
k=l

у которого til =  ai +  .. .  +  an i, и2 =  ani+i +  .. .  +  аПз, .. .
Т е о р е м а .  Если ряд (1) сходится, то ряд (2) тоже сходится, 

и их суммы равны.
Действительно, последовательность частичных сумм ряда (2) —  

это подпоследовательность последовательности частичных сумм 
ряда (1).

Таким образом, сходящийся ряд обладает свойством сочета­
тельности. Однако, если ряд (2) сходится, то ряд (1) может
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расходиться. Например, рад (1 -  1) +  (1 -  1) +  .. .  сходится, а ряд 
1 — 1 +  1 — 1 +  .. .  расходится.

Легко показать, что если в каждой сумме и* все слагаемые одного 
знака, то из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 

Предлагается доказать это утверждение в качестве упражнения.

Пр им ер .  Рассмотрим ряд -— ------ , где [у/п] —  целая часть
п=1 п

от у/п.
Легко видеть, что если объединить члены одного знака, то 

получим ряд

(з)
k=l

где и* есть сумма 2& +  1 положительных слагаемых: 

1 1  1

Очевидно,

щ  =
jfc2 +  Jfc2 + 1 +  - + ( j f c+l ) 2 - l -

1 . 1 . , 1
jfc +  1

< F  +  . . . +
jfc2 +  j f c - 1 -  jfc’

1
<  1 + , 1 .  1

jfc +  1 -  jfc2 +  *  +  ■' (*-h  l ) 2 -  1 “  jfc

поэтому

* т т <и‘ ^ §  v*
и, следовательно, lim it* =  0. Кроме того,fc-юо

Ufc+l <
* +  1

< u k V Аг,

т.е. последовательность {щ }  монотонно убывающая.
Следовательно, рад (3) удовлетворяет всем условиям признака 

Лейбница и поэтому сходится. Тогда, согласно сделанному выше 
замечанию, данный ряд тоже сходится.

4.2. О перестановке членов сходящихся радов. Пусть дан схо­
дящийся ряд. Переставив в нем члены произвольным образом, 
получим новый рад. Возникает вопрос, сходится ли новый ряд 
и будет ли его сумма равна сумме данного рада. Ответ на этот 
вопрос существенно зависит от того, как сходится рад: абсолютно 
или условно.

Т е о р е м а  1. Если ряд абсолютно сходится, то любой ряд, 
полученный из данного перестановкой членов, тоже абсолютно 
сходится, и его сумма равна сумме данного ряда.
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00 оо
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 53 —  данный ряд, а 5^ —

*= i *= i
ряд, который получен из данного перестановкой его членов. Тогда, 
очевидно,

V»* (1)
*=1  *=1

оо
И поэтому ряд 53 ик абсолютно сходится. 

k= 1
Второе утверждение докажем сначала для рядов с неотрицатель­

ными членами z* =  а* >  0. Для таких рядов из (1) следует, что

00 оо
(2)

* =  1 *  =  1

Аналогично,
00 оо

(3)
fc=l к=1

так как данный ряд получается из нового ряда тоже перестановкой 
членов. Из (2) и (3) следует, что суммы этих рядов равны.

Теперь рассмотрим ряды с действительными членами ** =  с*. 
Положим

____ Ы  +  С* t _ | c fc|-Cfc , „ч
afc --------2---- ’ Ьк 2-----• (4)

Тогда cfc =  ak -  bk, ak >  0, bk >  0, ak <  |cfc|, bk <  |cfe| и

00 OO oo
= (5)

fc=i fc=f fc=i
Отсюда и из рассмотренного выше случая следует, что и в этом 
случае перестановка членов ряда не меняет его сумму.

Пусть, наконец, гк =  хк +  iyk. Тогда |х*| <  |г*|, \ук\ <  |г*| и, 
00 00

следовательно, ряды J3 х* и у* абсолютно сходятся, у них 
к = 1  к = 1

можно переставлять члены. А  так как
00 ОО 00

*=1 fc=l к = 1

то данный ряд тоже обладает свойством коммутативности. Теорема 1 
доказана.

Теперь рассмотрим условно сходящиеся ряды и установим, что 
они не обладают свойством коммутативности. Ограничимся только
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рядами с действительными членами и для них докажем следующую 
теорему Римана.

Т е о р е м а  2. Если ряд с действительными членами сходится 
условно, то для люСуго числа А можно так переставить члены 
этого ряда, что вновь полученный ряд будет сходиться к А. 

Сначала докажем одну лемму.
Л е м м а .  Если ряд

Х >  (в)
k=1

с действительными членами сходится условно, то ряды

00 00

£ « *  и (7)
к=1 к=1

с неотрицательными членами а* и 6*, определенными по формулам 
(4), расходятся и, следовательно,

00 00

£  а* =  +оо, £  Ьк =  +оо.
*= i *= i

Действительно, если один из рядов (7) сходится, то, в силу 
равенства (5),. сходится и второй. А если оба ряда (7) сходятся, 
то ряд (6) сходится абсолютно, так как |с*| =  а* +  6*.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. Пусть рад (6) сходится. Через 
и с+ обозначим отрицательные и, соответственно, неотрицатель­

ные члены ряда (6), перенумерованные в том порядке, в каком 
они расположены в раде. Из доказанной выше леммы следует, что

ОО 00

£ Cf c = - o o ,  £ * - + 0 0 .
к=1 к=1

Пользуясь этим замечанием, следующим образом произведем пере­
становку членов рада (6) в случае, когда А >  0.

Наберем неотрицательных членов c j  столько, чтобы 

С1 +  с2 +  • • • +  cfci-l <  А  <  с* +  c j  +  .. .  +  .

Затем выпишем отрицательных членов с* столько, чтобы

c f +  . . .  +  с^  +cJ- +  . . .  +  c“ , <  A < c f  +  . . .  +  4 i + с ,  +  . . .  +  с“ 1_ 11

и т.д. Легко видеть, что ряд

e f  +  • • • +  с*, +  СГ +  • • • +  cmi +  • • •
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получается из ряда (6) перестановкой его членов и сходится к 
числу А  >  0.

Аналогично рассматривается и случай А  <  0. В этом случае 
нужно начинать с отрицательных членов. Теорема 2 доказана.

Аналогичный образом доказывается, что члены ряда (6) можно 
переставить так, что сумма нового ряда будет равной +оо или —оо. 
Кроме того, можно сделать такую перестановку членов, что новый 
ряд вообще не будет иметь суммы.

Доказанные утверждения являются следствием того, что услов­
ная сходимость осуществляется благодаря взаимному погашению 
положительных и отрицательных членов и поэтому существенно 
зависит от порядка членов, а абсолютная сходимость основана на 
быстроте убывания членов и поэтому не зависит от их порядка.

4.3. Умножение рддов. Пусть даны два сходящихся ряда

Х >  И f >  (1)
*=1 к= 1

Рассмотрим всевозможные попарные произведения а*6п членов этих 
рядов. Все эти произведения можно занумеровать многими спосо­
бами. Например, можно поступить следующим образом. Образуем, 
из них бесконечную прямоугольную матрицу:

a i b \ a ib z a \b s  ••• <*i 6„
<*2&1 <>262 0263 ОзЬп
0361 0362 вз̂ з 03 bn

a n b i a „ b i апЬз • • • a n bn

и будем выписывать их по квадратам сверху вниз, а затем справа 
налево. В результате получим последовательность

aibi; 0162, 02 2̂, <*261; 0163» <*263, •••

Т е о р е м а  1. Если данные ряды (1) сходятся абсолютно, то 
любой ряд) членами которого являются всевозможные попарные 
произведения а*6п, расположенные в произвольном порядке, тоже 
абсолютно сходится, и его сумма равна произведению сумм данных 
рядов.

00
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть £  с* —  ряд из всевозможных по-

k= 1
парных произведений членов данных рядов (1). Тогда, очевидно,

к=1 \к= 1 / \к=1 }
Vn 3 N  :
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и поэтому

D«i<(D«i)(Ew)vn.
ОО

Следовательно, ряд ^  с* сходится абсолютно. Из теоремы 1 пре-
fc=i

дыдущего пункта следует, что его сумма не зависит от порядка 
суммирования. Чтобы найти его сумму, выберем порядок сумми­
рования по квадратам, как указано выше. Тогда, если Sn —  п-я 
частичная сумма ряда из произведений, то, очевидно,

Отсюда в пределе при п —► оо получаем равенство

s > =
*=1

Теорема 1 доказана.
Заметим, что на практике при умножении рядов (1) обычно про­

изведения а*6п суммируют по диагоналям, причем члены, лежащие 
на одной диагонали, объединяют, т.е. рассматривают ряд

i >  (2)
п=2

п—1
где ип — Y1 а*6п-* . Д ля таких рядов имеет место следующее

к= 1
утверждение.

Т е о р е м а  2. Если данные ряды (1) сходятся и хотя бы один из 
них сходится абсолютно, то ряд (2) сходится, и его сумма равна 
произведению сумм данных рядов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

fc=l к= 1 к=2

оо оо
л  =  в  =  /?„ =  в „  -  в.

к= 1 к=1

lim Un =  A  B .п-юо

и докажем, что
(3)
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Пусть, для определенности, ряд 51 а* сходится абсолютно.
к=1

Проделаем некоторые элементарные преобразования:

Un =  <*ib\ +  (a i&2 +  0261) +  ... +  (aibn_ i  +  ... +  an_ i 6i )  =

=  a iBn_ i  +  a2J3n-2 +  •.. +  c in -iB i =

=  a i (B  + /?n- i )  +  вг(£  +  /?n-2) +  . • • +  an- i { B  +  /?i) =

=  A nB  +  ai/?n_ i +  a2/?n-2 +  • • • +  an_i/?i. 

Положим 7n =  ai/?n_ i +  a2/?n- 2 +  ... +  an_i/?i. Очевидно, равенство
(3) будет доказано, если мы покажем, что lim *fn =  0.

n-юо
Зададим некоторое е >  0. Тогда

3 N :  Vn >  JV |/?п| <  е,

поэтому, если п >  N,  то

|7п| <  +  .. .  +  PN an- N \ +  еА,

~  ОО
гдеА =: 53lafc|. А так как ап —> 0 при п —> оо, то отсюда следует, что

*=i ____  _
lim |7„| <  еАП~¥00

для любого е >  0. А  это и означает, что lim уп =  0. Теорема 2
П —¥ ОО

доказана.
Заметим, что если оба ряда (1) сходятся условно, то нельзя 

утверждать, что ряд (2) сходится. Например, умножим ряд

^  ( - 1 )* -1

на этот же ряд, т.е. рассмотрим ряд с общим членом

(—! ) - * _  , T - i " ^  1
Vk { > ^  ч/Е ,/^ГГy/ky/n — к

Ряд 53 un расходится, так как пк —к2 < п 2 /4 и, следовательно,
П = 1

| « „ | > ^ (п - 1 )  =  2 - ^ > 1
п п

для любого п >  2.



Глава 9. Функциональные
последовательности и рады

§ 1. Схеддпщеся и равномерно сходяпщеся 
последовательности и ряды

1.1. Сходимость функциональных последовательностей и рядов. В
этом параграфе будем рассматривать последовательности и ряды, 
членами которых являются комплекснозначные (в частности, и 
вещественнозначные) функции, определенные на некотором множе­
стве точек прямой, плоскости, n-мерного пространства или, вообще, 
элементов произвольной природы.

Пусть задана последовательность функций

/ » ( * ) , «  € Ц  (1)
определенных на некотором множестве Е.

О п р е д е л е н и е  1. Последовательность (1) называется сходя­
щейся в точке хо Е Е } если числовая последовательность {/п(хо )} 
сходится.

Последовательность (1) называется сходящейся на множестве 
Е } если она сходится в каждой точке множества Е .

Бели
lim / „ (* ) =  Д х ) V *  € Е, (2)

П-4-ОО

то говорят, что последовательность (1) на множестве Е  сходится
Е

к функции / (х ), и пишут ” /п(я) / (х) на Е ” или ” /п (* )- * / (* )
при п -¥  оо” .

Бели выполнено условие (2), то функция /(х) называется пре­
делом или предельной функцией последовательности (1). В этом 
случае иногда говорят, что последовательность (1) сходится к 
функции / (х) поточечно.

Соответствующим образом определяется и сходимость функци­
онального ряда

о
П=1

члены которого определены на множестве Е .
О п р е д е л е н и е  2. Ряд (3) называется сходящимся в точке

00
х0 € Е, если числовой рад «п (*о ) сходится.

П =  1
Ряд (3) называется сходящимся на множестве Е , если он 

сходится в любой точке множества Е. Бели
00

/ (* ) =  Ч х е Е ,
п = 1

то функция / (х) называется суммой ряда (3).
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(4)
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Возникает вопрос: сохраняются ли важнейшие свойства функций 
/п(х ) и un(x ) при выполнении операций (2) и (4), например, если 
функции /п(х) непрерывны, дифференцируемы или интегрируемы, то 
будет ли обладать этим свойством предельная функция /(х)?

Сейчас на примерах покажем, что в общем случае предельная 
функция не наследует свойств функций данной последовательности.

П р и м е р  1. На отрезке [—1; 1] рассмотрим последовательность 
функций

/ (х ) =  ( 1 - х 2)л , п € N.

Эта последовательность на отрезке [—1; 1] сходится к функции /(х), 
которая равна 0 для х ^ О  и равна 1 при х =  0. Здесь функции 
/п(х ) непрерывны, а предельная функция / (х ) разрывна.

П р и м е р  2. Последовательность функций

ш
sin пх

~ 7 * ~

на IR сходится к функции / (х) =  0. Однако последовательность 
производных

f n (x ) — >/ncosnx

не сходится на М. Например, / '(0 ) =  у/п +оо при п -> оо. 
П р и м е р  3. Последовательность функций

/П(х) =  х (1 -Х 2)"

на отрезке [—1; 1] сходится к функции / (х ) = 0 .  Однако последо­
вательность производных

f'n {x) =  (1 -  х2) "  =- 2пх2(1 -  х2) " - 1

сходится к функции у>(х), которая равна 0 для х ф 0 и равна 1 
при х — 0.

В примере 1 функции /п(х ) дифференцируемы при х =  0, а 
предельная функция не является дифференцируемой. В примерах 
2 и 3 предельная функция тоже дифференцируема при х =  0, но

is »  т * г т -

П р и м е р  4. Положим

f n (x ) =  lim (coenhrx)2*, n € N.
fc-ФОО

Если n!x —  целое число, то /п(х ) =  1, и, очевидно, / „ (* ) =  0 для 
других х € R.



Эта последовательность сходится при любом х  £ R. Причем 
предельной функцией будет функция Дирихле. Действительно, 
если х иррациональное, то /п(х ) =  0 Vn, а если х рациональное и 
*  =  p/q, то f n(x ) =  1 Vn >  q. Здесь функции /п(х ) интегрируемы 
по Риману, например, на отрезке [0;1], а предельная функция не 
является интегрируемой по Риману.

Пр и м ер  5. Пусть

/„(*) =  п2х ( 1 - * 2Г , * € [ 0 ; 1 ] .

Легко видеть, что Нгп / „(х ) =  0 V *  € [0; 1]. Однакоп—юо

/ /" ( 1 ) л = 2 ( Г П ) - , + "
О

при п ->  оо.
П р и м е р  6. Пусть

fn {x ) =  n x ( l - x , ) n, х € [0; 1].

Здесь, как и выше, lim /п(х) =  0 Vx Е [0; 1], но
П—¥ ОО 

1

lim f /п(х ) dx =  lim - ; - П гг =  ^ 
n-fooy ' nv '  n-foo 2(n +  1) 2

0

В примерах 5 и 6 функции /п(х ) и / (х) интегрируемы на отрезке 
[0; 1], однако

1 1 

lim [  /п(х) dx ф [  / (х ) dx.n-юо у J
О о

1.2. Равномерная сходимость. В предыдущем пункте была опреде­
лена поточечная сходимость функциональных последовательностей 
и рядов. Там было показано, что при такой сходимости предель­
ная функция не наследует свойств членов последовательности или 
ряда. Здесь мы определим новый вид сходимости, более сильный, 
чем поточечная, который позволит нам получить положительные 
результаты.

Пусть, как и в предыдущем пункте, задана последовательность 
функций

/ „(* ), n € N, (1)
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определенных на некотором множестве Е .
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О п р е д е л е н и е  1. Последовательность (1) называется равномер­
но сходящейся к функции f ( x )  на множестве Е , если выполняется 
условие:

Ve >  0 3 N  =  N (e ) : Vn>JV , V x e S  |/n(x ) - /(х)| <  е. (2)

В этом случае будем писать ” / * (* ) - *  /(а?) равномерно на Е ” 
или ” / « (* ) =* / (х ) на Я ” .

Очевидно, если /п(х ) =* / (х) на Е , то и /п(х) / (х) на £ , так
как поточечная сходимость означает, что выполняется условие:

V x € S ,  Ve >  0 3 N  =  N ( x , e ) :  4 n > N  \fn(x)  -  /(x)| <  e. (3)

Заметим, что в условии (2) для данной последовательности номер 
N  зависит только от е и не зависит от х, а в условии (3) номер 
N  зависит как от £, так и от х.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы /п(х) =3 / (х) на Е , необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось условие:

lim sup |/п(х ) -  /(*)| =  0. (4)
П-¥00 X£g

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (2) следует, что

Ve >  0 3 N  =  N (e )  : V n > J V  sup |/n(x) -  /(x)| <  e. (5)
xeE

А это и означает, что если /п(х) =3 / (х) на Е } то выполняется 
условие (4).

Обратно, если выполняется условие (4), то выполняется условие
(5) без знака равенства перед е и, следовательно, условие (2), т.е. 
/п(х) / (х) на Е . Теорема 1 доказана.

О п р е д е л е н и е  2. Последовательность (1) называется равно­
мерно сходящейся на множестве £ , если существует функция, к 
которой она сходится равномерно на этом множестве.

П р и м е р  1. Рассмотрим последовательность функций

/ „ (* ) =  * " ,  л  € N. (6)

Очевидно, эта последовательность сходится к нулю на интервале 
(0;1). Однако к нулю она сходится неравномерно, так как

sup xn =  1 V n Е N,
* € (0;1)

и, следовательно, не выполнено условие (4) из теоремы 1. Отсюда и 
из единственности предела следует, что данная последовательность 
не является равномерно сходящейся на интервале (0;1).

Заметим, что на любом отрезке [0;£], где S <  1, последователь­
ность (6) сходится к нулю равномерно, так как

sup хп =  6п 0 при я —► оо.
*6[0;<г]



Т е о р е м а  2. Для того чтобы последовательность (1) сходилась 
равномерно на множестве Е , необходимо и docmamo4Hot чтобы 
выполнялось условие:

V e > 0  3 N € : V n > t f „  Vp, V x € £  |/n+p(x ) -  /п(х)| <  e. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала последовательность (1) схо­
дится равномерно на Е , и пусть / (х) —  предельная функция. 
Тогда, согласно определению, выполняется условие:

V e > 0  3 N t : 4 n > N t , V * € S  |/n(* )  -  f(x)\ <  

а так как

l/n+p(*) -  /n(*)| < l/n+P(*) -  /(*)! + 1/(*) -  /»(*)!, 

то выполняется и условие (7).
Обратно, пусть выполняется условие Г7). Тогда в каждой точке 

х G Е  числовая последовательность {/ п (я )} удовлетворяет условию 
Коши и поэтому сходится к некоторому пределу /(х). Чтобы 
доказать, что /п(х ) =3 / (х ) на Е у в условии (7) зафиксируем п и 
перейдем к пределу при р —> оо. В результате получим:

V e > 0  ЗЛГС : V n > N e, V x e J E |/(x) — /л (х)| <  e.

А это равносильно тому, что /п(х ) =* / (х) на Е . Теорема 2 
доказана.

Теорема 2 называется критериев Коши, а условие (7) —  усло­
вием Коши равномерной сходимости функциональной последова­
тельности. Очевидно, оно равносильно условию:

Ve >  0 3 N t : Vn>JV ,  Vp sup |/n+p(x ) -  /n(x)| <  6. (8)
xeE

Понятие равномерной сходимости естественным образом пере­
носится и на функциональные ряды.

Рассмотрим функциональный ряд

2  «»• (*), (9)
п = 1

члены которого определены на множестве Е .
О п р е д е л е н и е  3. Функциональный ряд (9) называется равно­

мерно сходящимся на множестве Е, если последовательность его 
частичных сумм сходится равномерно на этом множестве.

Сформулируем еще критерий Коши равномерной сходимости 
применительно к рядам.

$ 1. СХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ ЗДО
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Т е о р е м а  2'. Для того чтобы ряд (9) сходился равномерно 
на множестве Е , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие:

V e > 0  3 N € V n >  N€i Vp 8Up
x£E

n+p

5 3  « * ( * )
fc=n+l

<  e. (1 0 )

Эта теорема является непосредственным следствием теоремы 2, 
так как условие (10) —  это условие (8) для частичных сумм ряда 
(9). Она называется критерием Коши, а условие (10) —  условием 
Коши равномерной сходимости функционального ряда (9).

С л е д с т в и е .  Если ряд (9) сходится равномерно на множестве 
Е, то un(a?) =$ 0 на Е , т.е.

lim su p K (x )|  =  °. (И )
П- * OQ 9£Е

Это утверждение получается из теоремы 2' при р =  1. Условие 
(11) называется необходимым условием равномерной сходимости 
функционального ряда.

Сформулируем еще один критерий равномерной сходимости ряда. 
Т е о р е м а  3. Для того чтобы ряд (9) сходился равномерно на 

множестве Е, необходимо и достаточно, чтобы он сходился на Е  и

lim sup
п - > ° °  х £ Е

Е  « * ( * )
fc=n+1

=  0 . (12)

Действительно, если ряд (9) сходится равномерно на Е, то он 
сходится на £  и выполняется условие (10), из которого в пределе 
при р оо следует условие (12). Наоборот, если ряд (9) сходится и 
выполняется условие (12), то, очевидно, выполняется и условие (10).

1.3. Признаки равномерной сходимости рада. Начнем с простей­
шего и чаще всего применяемого признака Вейерштрасса.

Пусть дан ряд

х > м .  ID
п=1

члены которого определены на некотором множестве Е.
Т е о р е м а  1. Если существует последовательность неотри-

00

цательных чисел ап, п € N, таких, что ряд £2 сходится и,
п=1

начиная с некоторого номера N ,

М * )|  <  an V *  € Е, (2)

то ряд (1) на м нож ест ве Е  сходится абсолютно и равномерно.



§ 1. СХО ДЯЩ И ЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯ Д Ы 359

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из признака сравнения следует, что ряд 
(1) в каждой точке х € Е  сходится абсолютно, и поэтому можно 
говорить о сумме ряда (1). Тогда, если п >  N , то из условия (2) 
следует, что

Ч х € Е Е «*(*)
к=П+1

оо оо

< Е м*м< Е «*•
*=п+1 /с=п+1

00
А  так как lim J2 а* =  0, то, в силу критерия равномерной

fI-ЮО *_п+1
сходимости ряда (см. теорему 3 из п. 1.2), данный ряд (1) и ряд

Ё м » )1  (3)
п=1

сходятся равномерно на множестве Е . Теорема 1 доказана.
оо

П р и м е р  1. Рассмотрим ряд 52 *п> где г —  комплексное число.
п=1

По признаку Ёейерштрасса он сходится равномерно в любом круге 
\z\ <  г, где 0 <  г <  1, так как |*n| <  гп для любого z из этого

оо
круга, и ряд Y2 гп сходится.

П = 1
Заметим, что если ряд (1) удовлетворяет условиям признака 

Вейерштрасса, то ряд (1) сходится на Е  не только равномерно, 
но и абсолютно. Более того, ряд (3) тоже сходится равномерно 
на Е . Между тем возможны случаи, когда ряд (1) сходится 
равномерно, но не абсолютно. Возможен даже такой случай, когда 
ряд (1) сходится абсолютно и равномерно, но ряд (3) сходится 
неравномерно.

оо
Пр и м ер  2. Ряд 2  ----- сходится при любом х  € К  по

п=1 х л  +  п

признаку Лейбница, причем сходится условно, так как

1 1
0 Г ■ ~  — при 71 — У ОО 

X 2 +  п  п

для любого х б К .  Из неравенства

£
&=П +1

( - 1 ) * - 1 
х2 +  к Х2 +  П + 1  ”  п + 1

следует, что данный ряд сходится равномерно на R  (так как 
выполняются условия критерия равномерной сходимости ряда, см. 
теорему 3 из п.1.2).
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со (—1)',—
П рим ер  3. Рад 52 T t . —5w" сходится равномерно на R, так 

п=1 (1 +  х*)п
как при любом х G R он сходится по признаку Лейбница и, кроме 
того,

,«-1*2

( - 1)
fc=n+l (1 +  х*)*

< ____ _______<  _ L _
-  (1 +  х2)п+» -  n +  Г

oo
О л »*о  p®, E

ствительно, если а? ф  0, то

на R сходится, но неравномерно. Дей-

1

( i + * 2)‘ _ ( i + * 2)n + i 7 T ^

и поэтому

sup
оо

*=п+1 (1 +  х»)*

1 +  Xs

=  1.

(1 +  х * ) » ’

П рим ер  4. Исследуем на сходимость и равномерную сходимость
рад

ОО
^ e ~ n*asinnx, x g R .
П—i

Данный ряд сходится при любом i  G R, причем сходится 
абсолютно. Действительно, если х =  0, то у него все члены равны 
нулю, а если х ф 0, то

|e-n**sinnx| <  e "n*a Vn,

00 а
и рад 52 е ~ п*  сходится.

П = 1
Далее, если |х| >  S > 0, то

|e-"r , einnx| <  е~“ ** <  е ~ п>*.

Следовательно, данный ряд сходится равномерно на множестве 
Ш\(—rf; tf) при любом S >  0.

На интервале (—<5;<5) он сходится неравномерно, так как

sup \е~п* 3 sin nx| >  e ~ l /n sin 1 >  е” 1 sin 1 
1*1<*

д л я  л ю б о го  п >  1 /£, т .е . не в ы п о л н я е т с я  н ео б хо д и м о е у с л о в и е
р авн о м ер н о й  сх о д и м о ст и  р я д а .
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Теперь рассмотрим знакопеременный ряд

(4)
П = 1

члены которого tin(x ) =  (—1)п ^ ( х )  определены на множестве Е  
и принимают^ только действительные значения.

Т е о р е м а  2. Если последовательность { ап(х ) }  при каждом 
х 6 Е  монотонно убывает и ап (х) —> 0 при п оо равномерно на 
Е, то ряд (4) сходится равномерно на Е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По признаку Лейбница ряд (4) сходится в 
каждой точке х 6 Е. Кроме того,

*=п+1
<  ап+1(х),

а так как а „+1(а:) ^  0 на Е, то ряд (4) удовлетворяет всем 
условиям критерия равномерной сходимости. Следовательно, ряд
(4) сходится равномерно на Е . Теорема 2 доказана.

По аналогии с числовыми рядами эту теорему будем назы­
вать признаком Лейбница. Заметим, что в примерах 2 и 3 мы 
пользовались этим признаком.

В конце рассмотрим ряды вида

£ а п(х )6 „(х ), (5)
П=1

члены которого un(x ) =  ап(х)6п(х ) определены на множестве Е , 
причем функции ап(х ) принимают только действительные значения, 
а функции 6п(х ) могут принимать и комплексные значения.

Для таких рядов докажем два признака равномерной сходи­
мости, формулировки которых напоминают признаки Дирихле и 
Абеля, поэтому их так и будем называть. Но прежде дадим одно 
определение.

О п р е д е л е н и е .  Последовательность функций /п(* ), л  G N, 
определенных на множестве Е , называется равномерно ограниченной 
на Е } если существует постоянная М  такая, что

|/n(x)| <  М  V x € S ,  V * € N .

Т е о р е м а -  3. Если последовательность (а п(х ) }  при каждом 
х 6 Е  монотонна, и ап(х ) 0 при п -¥  оо равномерно на Е , а

п
последовательность Вп(х )  =  £  М х) равномерно ограничена на Е,

k=1
то ряд (5) сходится равномерно на Е .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По признаку Дирихле ряд (5) сходится 
при любом *  € Е. Кроме того,

S  о *(*)& *(*)
&=П +  1

<2М |ап+1(х)|,

где число М  такое, что |Вп(х)| < М  Vn € N, Vx Е А так как 
an(x) =1 0 на Е, то ряд (5) удовлетворяет всем условиям критерия 
равномерной сходимости. Теорема 3 доказана.

Т е о р е м а  4. Если последовательность {а п(х ) }  при каждом
оо

х € Е  монотонна и равномерно ограничена на Е , а ряд 53 6п(х )
п=1

сходится равномерно на Е, то ряд (5) тоже сходится равномерно 
на Е .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По признаку Абеля для числовых рядов 
ряд (5) сходится при любом х 6 Е. Пусть

Д п(*)=  £  м®).
fc=n+l

Тогда

ОО 00 оо
У !  flfcbfc =  ^  о*(Лдс_1 — Я *) =  an+i/ ln+ ^  Я * (а*+1“ “а*)* (6)

fr=n+1 fc=n+l fc=n+1

Положим
M „ =  sup |Я*(*)1-

x€E

Тогда из равенства (6) получаем:

00
afcbfe

fcsn+ l

< 2 M n|an+1|.

По условию, существует С  такое, что |a„(®)| <  С  V® € Е, Vn € N. 
Поэтому

00

£ Ofc(®)6fc(®) <  2С М п.
*=п +1

Теперь осталось заметить, что М п —> 0 при п оо, так как ряд 
00

П=1
5 3  Ьп ( х )  с х о д и т с я  р авн о м ер н о  н а  Е . Т е о р е м а  4  д о к а з а н а .
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оо g|||
П р и м е р  5. Рассмотрим ряд £  ------- , x G R .

п=1 П*
Если а >  1, то данный ряд по признаку Вейерштрасса сходится 

абсолютно и равномерно, так как

sin пх 
п « V x € R .

Если а <  О, то ряд сходится только для х =  кк, где к —  целое,, 
так как если х ф кп, то sin пх ф> 0 при п -¥  оо. Действительно, 
если бы sin пх - *  0 при п оо, то из равенства

sin(n +  1)х =  sin пх • cos х +  cos пх • sin х

следовало бы, что и cos пх 0 при п —► оо, а это противоречит 
тому, что sin2 пх +  cos2 пх =  1.

Пусть теперь 0 <  а <  1. Тогда данный ряд можно исследовать 
по признаку Дирихле. Здесь последовательность ап =  l/na , n € N, 
монотонно убывающая и lim ап =  0. Рассмотрим последователь-

П-* 00
п

ность £ n(x) =  s in ix . Ранее было доказано, что
fc=i

|В„(х)| <  |sin|| .

Следовательно, если а >  0, то данный ряд сходится при любом 
х € М: если х*= 2Ля, то все его члены равны нулю, если х ф 2А:я, 
то он сходится по признаку Дирихле. Причем, если отрезок [а; 6] не 
содержит точек вида 2А?я, где к —  целое, то данный ряд сходится 
равномерно на [а; 6].

Покажем, что если 0 <  а <  1, то исследуемый рад не сходится 
равномерно на отрезке А  =  [—я; я].

В сумме
sin кхЕ

положим х =  1/2п. Тогда 0 <  к/2п <  1 <  тг/2,

. к 2 к
" S ^ ' 5 '

Последнее следует из выпуклости вверх графика функции у =  sin t  
на интервале (0; я/2). Следовательно,

2п

Е sinArx
2n |

> У' 7 - sin  -  , jfc“

к

2 n
fc=n+l fc=n+l

A 1 2 к 1 i1 > 1 -0  ^ 1

ka я 2п п я . " ,  “  пя
fc=n+1 *=п +1

П
1

sup
® € Д
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а это означает, что на [—7г; тг] не выполняется условие Коши 
равномерной сходимости.

П р и м е р  6. Ряд

Esin пх pl/(*4na) 
паП =  1

согласно признаку Абеля, сходится тогда и только тогда, когда 
сходится ряд из предыдущего примера. Действительно, при любом 
х £ К последовательность

an(x ) =  e1/(*a+n3)

монотонна и 1 <  а „(х ) <  е. Следовательно, если 0 <  а <  1, 
то данный ряд сходится равномерно на любом отрезке [а; 6], не 
содержащем точек вида 2Лтг, где к —  целое, а, например, на отрезке 
[—7г; 7г] он не сходится равномерно.

§ 2. Свойства равномерно сходяпщхся 
последовательностей и радов

2.1. Равномерная сходамость и непрерывность. Пусть задана 
последовательность функций

/ »(* ), п €  N , (1)

определенных на некотором множестве Е  точек m-мерного про­
странства. В частности, множество Е  может быть множеством 
точек действительной прямой или комплексной плоскости.

Начнем с простейшей теоремы, а именно, с теоремы о непре­
рывности предельной функции.

Т е о р е м а  1. Если последовательность функций (1) сходится рав­
номерно на множестве Е  и каждая из этих функций непрерывна в 
точке xq £ Е } то предельная функция тоже непрерывна в точке хо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Через / (х ) обозначим предельную функцию 
последовательности (1) и докажем, что / (х) непрерывна в точке 
х0. Для этого сначала заметим, что для любого х £ Е  и любого 
п £ N справедливы неравенства:

1/(*) -  / Ы 1  < I/(* )  -  А(*)| +  !/«(*) -  / » Ы  I + 1 / » Ы -
-Д *о )|  <  2 sup |/(аг) -/п (* )|  +  |/п (* )-  /п(*о)|. (2)

х£Е

Зададим теперь некоторое е >  0. Тогда существует N  такое, что

sup |/(х) -/д,(ж)| <  
х€Е &
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так как /п(х) =1 / (х ) на Е. А так как функция /лг(х) непрерывна 
в точке хо, то существует 5 >  0 такое, что

V x € O s ( x 0) n E  \fN ( x ) - f N (x0) \ < i .

Поэтому из (2) следует, что

Vx 6 Os(xo) ClE |/(х) -  / (х0)| <  €.

Теорема 1 доказана.
С л е д с т в и е .  Если последовательность функций (1) сходится 

равномерно на множестве Е  и каждая из этих функций непрерывна 
на Е, то предельная функция тоже непрерывна на Е.

Как показывают примеры (см. пример 1 из п. 1.1), требование 
равномерной сходимости в теореме 1 и следствии 1 не может быть 
опущено. Однако это требование не является необходимым для не­
прерывности предельной функции. Например, последовательность 
f n (х ) =  xn, n Е N, на интервале (0; 1) хотя и сходится к непре­
рывной функции / (х ) =  0, но сходится неравномерно. Все же в 
некоторых случаях из непрерывности предельной функции следует 
равномерная сходимость. В частности, имеет место следующая 
теорема Дини.

Т е о р е м а  2. Пусть последовательность функций (1) в любой 
точке х Е Е  монотонно убывает. Тогда, если каждая из этих 
функций непрерывна на Е, множество Е  компактно и последо­
вательность (1) сходится к непрерывной на Е  функции, то эта 
последовательность сходится равномерно на Е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

lim f „ ( x )  =  / (* ), у>„* =  f n{x) -  / (* ).
П—f 00

Тогда функция у>п(х ) непрерывна, <рп{х) -+  0 на Е  и 

4>п{х) >  ¥?n+i(*) V n E N ,  V x E £ .

Докажем, что ч>п(х ) =3 0 на Е. Д ля  этого достаточно установить, что 

V e > 0  3 n:  V x E #  <рп( х ) < е .  (3)

Доказательство будем вести методом ” от противного” . Предпо­
ложим, что условие (3) не выполняется, а выполняется противо­
положное условие:

Эе >  0 : Vn 3 х =  х„ 6 Я  : 4>п{хп) > е .

Так как xn Е Е  V п и множество Е  компактно, то у последователь­
ности { х п}  существует подпоследовательность {х П||},  сходящаяся к 
некоторой точке хо Е Е . Тогда, если т <  п*, то

<Рт(хп>) > <Рпы{х П * )  ^  £ I
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и поэтому lim <рт(х Пк) =  <Рт{*о) > £  Vm. Однако это противо-к—too
речит тому, что <рт{хо) 0 при т  —► оо. Следовательно, наше
предположение неверное. Теорема 2 доказана.

Отметим, что требование компактности здесь существенно. На­
пример, хп —► 0 при п —► оо на интервале (0;1), но сходимость 
неравномерна.

Сформулируем полученные результаты применительно к функ­
циональному ряду

£ « » ( * ) .  И )
П =  1

члены которого определены на некотором множестве Е  С Rm.
Т е о р е м а  1'. Если ряд (4) сходится равномерно на множестве 

Е  и все его члены непрерывны в точке x<j € Е, то его сумма тоже 
непрерывна в точке х<>. Если ж е члены ряда непрерывны на Е , то 
его сумма тоже непрерывна на Е>

Т е о р е м а  2'. Пусть множество Е  компактно и члены ряда (4) 
непрерывны и неотрицательны на Е . Тогда} если ряд (4) сходится на 
Е  и его сумма непрерывна на Е , то он сходится равномерно на Е .

2.2. Равномерная сходимость и повторные пределы. В этом 
пункте докажем несколько утверждений о повторных пределах. 
Пусть задана последовательность функций

/п(*), n€N, (1)

определенных, на некотором множестве Е  С Rm, и пусть а —  
предельная точка множества Е  (конечная или бесконечная).

Т е о р е м а  1. Если последовательность функций (1) сходится 
равномерно на Е  и каждая из этих функций имеет предел при 
х —> а, то оба повторных предела

lim lim ftftf/n(x)x-mn-юо lim lim /n(x )п-юо r-m
существуют ti равны:

lim lim /n(x ) =  lim lim /n(x).----- — ' ' n-+oo»-*ar-+an-+oo

Другими словами, если выполнены условия теоремы, то число­
вая последовательность

Уп =  lim / „ (* ), п € N,**4в

сходится, предельная функция / (х ) последовательности (1) имеет 
предел при х —► а и

lim / (х ) =  lim уп.
х -* а  п-ю о



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем, что последовательность 
{Уп} сходится.

Из равномерной сходимости последовательности {/п(х ) }  следует, 
что для любого е >  0 существует N t такое, что для любых п >  N€} 
т >  N t и х Е Е  справедливо неравенство

1/п(«) “  /т(*)| <  £•

Из него в пределе при х -¥ а получаем:

IУп - У т \ < е  Vn >  ЛГС, V m > N €.

Следовательно, последовательность { уп}  удовлетворяет условию 
Коши, и поэтому сходится. Через А  обозначим ее предел и 
докажем, что

lim /(ж) =  А .

Заметим прежде всего, что

I/ (*) -  М  <  |/(*) -  /„(*)| +  !/„(*) -  Jfc,| +  |уп -  . (2)

для любых *  € Е  и п € N.
Зададим теперь некоторое е >  0. Тогда из равномерной сходи­

мости / „ (* ) к / (* ) на Е  следует, что

ЭЛГ': V n > N '  8 u p | / (* )-/ „ (* )| < | ,  (3)

а из сходимости уп к А  следует, что

ЭЛГ": V n >  N "  | у „ - Л | < | .  (4)

Положим N  =  max-fAT';#"}. Д ля  этого N  из (2), (3) и (4) получаем 
неравенство

|/(а?)-Л| < |« +  |/лг( * ) -У аг| V*€£.

А  так как /лг(*) - »  улг при *  - * в , то существует окрестность 0 (a ) 
точки а такая, что

1/аг(®) -Ут| <  | V*  € 0(a) Г\Е, хфа. 
Следовательно,

\ f ( x ) - A \ < e  У х  € 0 (а )Г \ Е ,  х ф а .
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Теорема 1 доказана.
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Сформулируем доказанную теорему применительно к функцио­
нальному ряду

£ « » ( * ) .  (5)
0—1

члены которого определены на множестве Е.
С л е д с т в и е  1. Если ряд (5) сходится равномерно на Е  и 

каждый его член имеет предел при и ч  с, то ряд из этих 
пределов сходится, сумма ряда (5) имеет предел при х а и

Jim £ “ » ( * )  =  £  Jim « " ( * )•
0 = 1 0  =  1

Рассмотрим еще так называемые двойные последовательности: 

Ото I т  6 N, п £ N.

С л е д с т в и е  2. Если последовательность атп, т Е N, сходит­
ся при любом п € N, а последовательность атп, п € N, сходится 
равномерно относительно m € N ,  то оба повторных предела суще­
ствуют и равны:

lim lim атп =  lim lim атп.
m -f оо o - f  оо п-ю о m-*oo

На примере ”двойной последовательности” покажем, что требо­
вание равномерной сходимости здесь существенно.

П р  и мер. Пусть

атп =  —т — . Я* € N, я € N. 
т +  п

Тогда атп —► .1 при т -¥  оо д ля  каждого n € N, и ат„ 0 при 
п -¥  оо для каждого т  € N. Следовательно,

lim lim ат„ =  I, lim lim атп =  0.
n-+oom-too m-ю о о -ю о

Здесь нет равномерной сходимости ни относительно т , ни относи­
тельно п. Действительно,

sup |amn — 1| =  1 Vm € N,
П

sup |amn | =  1 Vn € N,
m

В конце рассмотрим повторные ряды: 
оо оо оо оо

У )  У ^  ° т п '
т=1 п=1 n = 1 т = 1

(6)
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С л е д с т в и е  3. Если ряд £  атп сходится при любом п 6 N, а
m s l

ряд

(7)

сходится равномерно относительно m € N , то оба повторных ряда
(6) сходятся и их суммы равны:

ОО 00 00 оо

53 53Ятп=53 53
m = l n = l  n s lm s l

(8)

Действительно,
т /  оо \ оо / m \

Е  ( Е а*п) = 13 (5> » ) >
*=1  \п=1 / n = l  \ *=1  /

причем ряд сходится равномерно относительно т € N. Поэтому

lim
m->oo

m / оо \ оо / m \

E ( E “*") = E U i E . E “‘" ) ’
*=1  \П  =  1 /  П=1 \ *  =  1 /

что и доказывает равенство (8).
Вместо этого утверждения удобнее пользоваться более простым

достаточным признаком равенства сумм повторных рядов.
00

Т е о р е м а  2. Пусть при любом n £ N  ряд £  |amn| сходится,
т=1

оо оо
и пусть bn =  £  |amn|. Тогда, если ряд £  Ьп сходится, то оба

т=1 п=1
повторных ряда (8) сходятся и их суммы равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ряд (7) сходится равномерно относительно 
т G N по признаку Вейерштрасса, так как

т

5 > "
*= i

< * „ Vm € N, Vn € N,

и ряд 32 *>» сходится. Кроме того, каждый член ряда (7) имеет
П=1

конечный предел при т —► оо. Следовательно, оба повторных ряда 
(6) сходятся, и их суммы равны. Теорема 2 доказана.

2.3. Равномерная сходимость н интегрирование. Пусть задана 
последовательность функций

/ „(* ), n € N, (1)

определенных на некотором отрезке Д  =  [а;6] действительной оси 
и принимающих действительные или комплексные значения.

13 — 1402
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Т е о р е м а  1. Если функции /п(х ) непрерывны на отрезке А  и 
последовательность (1) сходится равномерно на А  к функции / (х), 
то последовательность функций

X

F „ (* )  =  J f n(t)d t, n € N, (2)

a

тоже сходится равномерно на А  и

lim
пчоо

X

а д = f m dt. (3)

Действительно, по теореме 1 из п.1.1 функция / (х) непрерывна, 
а поэтому и интегрируема на [а;Ь]. Кроме того,

sup
х€Л

х

Рп ( * ) -  /  /(*) а <  (6 -  а) sup \fn (*) -  /(<) I -► 0 (4)

при п —► оо, что и доказывает теорему 1.
Таким образом, если выполнены условия теоремы 1, то

6 6

lim [  f n{x) dx =  /  lim f „ ( x )d x .  (5)
n-*oo J  У П-ЮО

a a

В этом случае говорят, что возможен предельный переход под знаком 
интеграла. Теорема 1 называется теоремой об интегрировании под 
знаком предела.

Докажем обобщение теоремы 1, а именно, откажемся от требо­
вания непрерывности рассматриваемых функций.

Т е о р е м а  2. Если функции f n [x)  интегрируемы на отрез- 
ке А  и /п(х ) - >  / (х ) равномерно на А , то предельная функция 
f ( x )  интегрируема, последовательность (2) сходится равномерно 
и справедливо равенство (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала, что функция f ( x )  ин­
тегрируема на А . Очевидно, можно ограничиться функциями, 
принимающими действительные значения.

Пусть г  =  { A i , . . . , A j v }  —  некоторое разбиение отрезка А . 
Тогда, если ( j  € A  j  и гц € A  j, то

№ )  -  /Ы 1  < 1 Ш  -  /»К#)1 + 1/»&) -  Л.Ы 1+
+ | / « У  -  /(ч*)1 £  2 вир |/(*) -  /„(*)| + w (/ „; Д ,), 

х€Д
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где w(fn\Aj )  —  колебание функции /„ иа множестве A j .  Отсюда 
следует, что

w(/ ;4 i )  <  2 *Ч> I/ (* )  “  /п(*)| +  w (/ „ ;A ,),

N  N

53ы (/ ; Д,)|Д,| <  2(6 -  о) sup |/ (* ) -  /„(*)| +  Д,)|Д_,|.
i= 1 r€A i= i

Выберем теперь некоторое £ >  0. Тогда из равномерной сходимости 
/п(аг) к / (х) на А  следует, что

З р : 2(6- a )  sup | / (х )-/ р( * ) | < ! ,
*€Д *

а из интегрируемости f p(x)  на А  следует, что 

Э г :  £ > ( / , ; Д , ) | Д , | < £

Следовательно, для любого е >  0 существует разбиение г  =  
=  {Д*1, . . A jv }  такое, что

2 3 w(/ ;A j )|Aj I <  е,
J=1

и поэтому функция / (х ) интегрируема на А .
Остальные утверждения теоремы следуют из неравенства (4). 

Теорема 2 доказана.
Таким образом, если выполнены условия теоремы 2, то возмо­

жен предельный переход под знаком интеграла, т.е. справедлива 
формула (5).

Сформулируем полученный результат применительно к функ­
циональному ряду

5 3  “ » ( * ) »  (®)
П=1

члены которого определены на отрезке А  и принимают действи­
тельные или комплексные значения.

С л е д с т в и е .  Если функции un(x ) интегрируемы на отрезке А  и 
ряд (б) сходится равномерно на А , то сумма ряда (6) интегрируема 
на А  и

[  X) «»(*)<**=53 / «»(*)<**•
i  n=i n = ii

(7)

13*
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В этом случае говорят, что допустимо почленное интегриро­
вание ряда, а само утверждение называют теоремой о почленном 
интегрировании ряда.

Отметим, что требование равномерной сходимости существенно 
для верности равенств (5) и (7) (см. примеры 4-6 из п.1.1).

В конце докажем теорему о почленном интегрировании функ­
ционального рада

£ > п ( * ) ,  (8)
П =  1

члены которого определены на некоторой гладкой (или кусочно­
гладкой) кривой 7 комплексной плоскости.

Т е о р е м а  3. Если функции ип(г ) интегрируемы на кривой 7 и 
ряд (8) сходится равномерно на 7 , то сумма ряда (8) интегрируема 
на 7 и

I  n = i n=1 i
(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть кривая 7 имеет представление z =  
=  z ( t ) t а <  t <  Ь. Тогда, если ряд (8) сходится равномерно на 
кривой 7 , то рад

] T u n(z (t ))z '(t )
П =  1

сходится равномерно на отрезке [а;Ь]. Следовательно, его сумма 
интегрируема на [а; 6], и его можно интегрировать почленно, т.е. 
справедливо равенство:

Ь оо оо Ь

/  £ > п (* (*м * ) а = £  /  « „ (* (< ) )* '(< )* •
I  П=1 1»=1{

Согласно определению интеграла по кривой 7 , это равенство рав­
носильно равенству (9). Теорема 3 доказана.

2.4. Равномерная сходимость и дифференцирование. Пусть задана 
последовательность функций

/ „ ( * ) ,  n  G N ,  (1 )

определенных на некотором отрезке Д  =  [а; Ь] действительной оси 
и принимающих действительные или комплексные значения.

С помощью теоремы 1 из предыдущего пункта легко доказыва­
ется следующая теорема о дифференцировании под знаком предела 
(или, что то же самое, о предельном переходе под знаком произ­
водной).
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Т е о р е м а  1. Если последовательность (1) сходится хотя бы в 
одной точке х 0 G А , функции /п(х) непрерывно дифференцируемы 
на А  и последовательность производных f'n (х ) сходится равномерно 
на А , то последовательность (1) тоже сходится равномерно на 
А , ее предельная функция f ( x )  непрерывно дифференцируема на А  и

/ '(* )  =  lim f n(x ) Vx € Д. (2)
П—тОО

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /п(*о) - *  Уо при п оо, и пусть 
fh (x )  =3 (р(х) на А . Тогда, в силу теоремы 1 п.2.3, из равенства

Г

/п ( * )  =  / « (*  о) +  J  f'n{t)d t
Го

следует, что
г

/п(ж) =» !to +  j  <p{t)dt на А ,

Го
и поэтому

г

/(*) = !Л> + J <p(t) dt,
го

где функция <р непрерывна на А . Следовательно, / (х ) непрерывно 
дифференцируема на А  и / '(х ) =  <р(х), т.е. справедлива формула (2). 
Теорема 1 доказана.

Ценою некоторого усложнения доказательства можно освобо­
диться от предположения о непрерывности производных f n{x).

Т е о р е м а  2. Если последовательность (1) сходится хотя бы 
в одной точке хо G А , функции f n(x)  дифференцируемы на А  и 
последовательность { / „ ( » ) }  сходится равномерно на А , то по­
следовательность (1) сходится равномерно на А , ее предельная 
функция f ( z )  дифференцируема на А  и справедлива формула (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим последовательность функций

м * ) = м ’ ) ~ ,: ы , * * * « ,X — Хо

<рп(х0) =  fn (xо). Она сходится равномерно на А . Действительно,

М х ) - * т (х) =  Ш - / т ( 4 ) .

где £ лежит между х и х<>. (Здесь мы применили теорему Лагранжа 
о среднем к функции /п(х) — /т (х ).) Следовательно,

I<Рп{?) -  *Рт( * ) I <  sup |/Д(х) -  f m(x)\ 
г€Д
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для любых п ,т  и любых х G А . Отсюда и из равномерной 
сходимости последовательности ( Д ( х ) }  на А  следует, что {у>п(х ) }  
сходится равномерно на А . А  так как f n(x )  =  fn (xo )+<Pn{x) (x—x0), 
то последовательность (1) тоже сходится равномерно на А . Пусть 
f n(x)  =t f ( x )  на А . Тогда, в силу теоремы 1 из п.2.2 о равенстве 
повторных пределов,

lim Я » ) - / ( « . )
Х-¥Хо X — XQ

=  lim lim <рп( х ) =  lim lim <рп(х ) =  lim f ' [ x 0),
x -*x0 n-*oo n-*CQX-*Xo П-ЮО

и последний предел существует. Следовательно,

/Ч*о) =  Jim fU *o )-

Чтобы завершить доказательство, заметим, что в рассмотренных 
пределах точка хо может быть любой точкой отрезка Д. Теорема 2 
доказана.

Как показывают примеры 2 и 3 из п.1.1, требование равно­
мерной сходимости последовательности из производных является 
существенным.

Таким образом, если выполняются условия теоремы 2 (следо­
вательно, и теоремы 1), то

lim Vx 6 A ,

т.е. операции предельного перехода и дифференцирования можно 
переставлять.

Сформулируем полученный результат применительно к ряду

Е  « * ( * ) ,  (3)
п=1

члены которого определены на отрезке Д и принимают действи­
тельные или комплексные значения.

С л е д с т в и е .  Если ряд (3) сходится хотя бы в одной точке
оо

хо Е Д, функции un(x ) дифференцируемы на А  и ряд $2 и „(х )
п=1

сходится равномерно на А , то ряд (3) сходится равномерно на А , 
его сумма дифференцируема на А  и

^  ! > » ( * )  =  Е ^ М * )  V * € A .
n=l n=l

Т а к и м  о б р а зо м , в  р а ссм а т р и в а е м о м  с л у ч а е  д о п у ст и м о  почленное
дифференцирование ряда.
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В заключение докажем теорему о почленном дифференцирова­
нии функционального ряда

i i  « « ( * ) ,  (4)
П = 1

члены которого определены в некоторой области G  комплексной 
плоскости.

Т е о р е м а  3. Если ряд (4) сходится хотя бы в одной точке 
*о G G, функции tin(z ) непрерывно дифференцируемы в области G  и 
ряд из производных сходится равномерно на G, то ряд (3) сходится 
на G, его сумма непрерывно дифференцируема и

п=1 П=1
(5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть z £ G  и

/ *> (* )= 5 3  «* (* )•
*= i

Так как интеграл от Д ( * )  не зависит от пути интегрирования, то
я

/„(*) =  / „ (*о )+ | ш < *е . (в)
г0

где и н теграл  б ерется  по  некоторой  глад к о й  кривой  7  С  G ,  соеди­
няю щ ей точки  *о и 2.

Положим

а =  lim fn(zo), <р(г) =  lim / '(г ),  г  € G,
П - *  00 П -Ю О

и перейдем к пределу при п —► оо в равенстве (6). В результате 
получаем:

я

lim / „(* ) =  а +  [<?{£)<%.
П Ч О О  J

*0

Здесь предельный переход под знаком интеграла законен, так как 
последовательность {/ * (£ )} на кривой 7 сходится равномерно. 

Таким образом, ряд (4) сходится в любой точке z £ G, причем

£ « * ( * )  =  £ «* (*о ) +  / £«*(£)<*£•
k= 1 *=1 /0 *=1

Отсюда следует, что сумма ряда (4) имеет производную и эта 
производная вычисляется по формуле (5). Теорема 3 доказана.
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2.5. Пример непрерывной нигде недифферетщруемой функции.
Первый пример непрерывной нигде недифференцируемой функции, 
определенной на R, был построен Вейерштрассом. Она задавалась 
рядом

где 0 <  а <  1, a 6 —  нечетное натуральное число. Очевидно, 
этот ряд сходится равномерно на R, и, следовательно, его сумма 
/(х) непрерывна на R. Вейерштрасс показал, что при условии 
2(аЬ — 1) >  Зтг у функции f ( x )  ни в одной точке не существует 
конечной производной.

Мы рассмотрим более простой пример. Пусть <р(х) —  четная 
периодическая функция с периодом Т  =  2, которая равна х, если 
О <  х <  1. Очевидно, функция ^ (х ) непрерывна на R, ряд

сходится равномерно на R, и, следовательно, его сумма / (х ) не­
прерывна на М. Покажем, что эта функция ни в одной точке не 
имеет конечной производной.

В силу четности и периодичности функции / (х), заданной рядом 
(1), достаточно рассмотреть лишь случай, когда хо Е [0; 1].

Положим

Заметим, что если к >  п, то разность 4к0п — 4*ап есть целое 
четное число, и поэтому (р{4кРп) =  ^>(4*an) V А >  п. Следовательно,

Далее, если jfc =  п, то 4к0п и 4*ап целые, их разность равна 1, 
и поэтому

t f F f i n ) - v ( * n*n)  =  ± l -  (3)

Если же к <  п, то между 4кап и 4*/?п нет целых чисел, и поэтому

00

/ (* ) =  £ V c o e (b fcjrar),

(1 )

а »  =  4 -"[4п* 0], /?„ =  4_п([4"*о] +  1), 

где [4пхо] —  целая часть числа 4пхо, п 6 N. Тогда 

< * п < * о < 0 п  Vn, lim (Д, -  а „ )  =  0.|. П-ЮО

<р(4крп) -  tp(4kan) =  ±4*(/?„ -  « „ )  =  ± 4 * - "  (4)
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Из (2), (3) и (4) следует, что

/ 3 \ "  1 3 " - 3 _
V4 / 4" ‘ 2 “

А так как /3„ — а„ =  1/4, то

|/ (А ) -  /(<*„)| >  1 (3" +  3)|/?„ -  а„|, Vn >  1.

Из иоследнего неравенства следует, что функция / (х ) не может 
иметь конечной производной в точке х<>.

§ 3. Степенные рдпы
3.1. Радиус сходимости и круг сходимости степенного рада. В 

этом параграфе будем рассматривать функциональные ряды вида

где zo и ао, a i , . . . ,  ап, .. . —  заданные комплексные числа, a z —  пе­
ременим, принимающая комплексные значения, т.е. z Е С, где С —  
множество комплексных чисел. Такие ряды называются степенны­
ми рядами. Числа ao ,a i , . . . , an, . . .  называются коэффициентами 
степенного ряда (1)

Отметим, Что у степенного ряда счет членов ведется не с едини­
цы, а с нуля: первый член называется нулевым, второй —  первым 
и т.д. Для степенного ряда такой счет является естественным, так 
как нулевой член tio является произведением коэффициента ао на 
многочлен нулевой степени (z — *о)° =  1, первый член щ есть про­
изведение а\ на z — zot и, вообще, n-й член ип равен произведению 
коэффициента ап на многочлен n-й степени (* — го)"-

Отметим еще, что любой степенной ряд вида (1) сходится в 
точке zot так что область сходимости любого степенного ряда 
содержит по крайней мере одну точку. Дальнейшие сведения об 
устройстве области сходимости степенного ряда дает следующая 
теорема Абеля.

Т е о р е м а  1. Если степенной ряд (1) сходится в точке z\ ф zq, 
то он сходится абсолютно в любой точке z из круга |х — хо| <  
где r\ =  \zi — zo\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ряд (1) сходится в точке то 
последовательность {a nr " }  ограничена. Пусть

00

(1)
П=0

|вп Г?|<* Vn.
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Положим q =  — |z — 2о|. Тогда 
Т\

I*n(z -  z0) n\ =  \an\r?qn <  M qn Vn.

Отсюда по признаку сравнения следует, что если |аг — 2г0| <  ri, то 
ряд (1) сходится абсолютно. Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е .  Если ряд (1) расходится в точке Z2, то ом расхо­
дится в любой точке z, для которой |z — 2о| >  г2, где гг =  |*2 — *о|-

Из теоремы Абеля следует, что для степенного ряда (1) воз­
можны три ситуации:

1. ряд (1) сходится только в точке Zq\
2. ряд (1) сходится во всех точках z € С;
3. существует число Л  >  0 такое, что для всех z из круга 

iz -  20| <  R  ряд сходится, а для всех 2, для которых 
\z — 20| >  Я, ряд расходится.

О п р е д е л е н и е .  Число R  >  0, обладающее свойством: ряд
(1) сходится, если \z — 2<j| <  Я, и расходится, если |2 — 2о| >  R , 
называется радиусом сходимости, а круг |2 — 2о| <  Я  —  кругом 
сходимости степенного ряда (1).

Если ряд (1) сходится только в точке 2о, то, по определению, 
R  =  0. Если же ряд (1) сходится при любом z G С, то Я  =  +оо.

Т е о р е м а  2. У  любого степенного ряда (1) существует радиус 
сходимости Я, причелс

л=ж к т  (2)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть lim ^/|а„| — q, я пусть сначала

Я̂ ОО
0 <  q <  +оо. Тогда

lim v^|an(r  — z0)” | =  q \ z -  г0|.

Отсюда по признаку Коши для числового ряда следует, что ряд 
(1) сходится, если q\z — 2о| <  1, и расходится, если q\z — 2о| >  1.

Следовательно, Я =  l/qr, т.е. справедлива формула (2).
Если q =  0, то ряд (1) сходится при любом 2, и поэтому 

Я  =  +оо. Если же g =  +оо, то ряд (1) расходится при любом 
2 ^  2о, и поэтому Я  =  0. Можно считать, что в этих случаях тоже 
справедлива формула (2). Теорема 2 доказана.

Формула (2) называется формулой Коши-Адамара для радиуса 
сходимости степенного ряда (1).

П р и м е р  1. Найдем радиус сходимости степенного ряда

(3)
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.2 п ____  |,|2

„ 'is .  ^ = 2 '

Поэтому ряд сходится, если \г\ <  у/2, и расходится, если |*| >  у/2. 
Следовательно, R  =  у/2.

Найдем радиус сходимости еще и по формуле Коши-Адамара. 
Здесь коэффициенты степенного ряда задаются следующим образом: 
ап =  0 для нечетных п и ап =  1/2* для четных п =  2к. Тогда

lim У К |  =  lim =  -^=
n - f00 к—too V 2* у/2

и, следовательно, Я  =  у/2.
Отметим, что в любой точке границы круга сходимости ряд (3) рас­

ходится. Действительно,если z такое, что \z\ =  y/2, то |un| =  l, и, сле­
довательно, не выполняется необходимое условие сходимости ряда. 

П р и м е р  2. Найдем область сходимости степенного ряда

(4)

Воспользуемся признаком Даламбера для числовых рядов. Здесь

«г» =  lim ■1- =  I*|.
П2 n -.ce |«п |

Следовательно, ряд (4) сходится, если \z\ <  1, и расходится, если 
1*1 >  1, поэтому Д =  1.

Более того, по признаку Вейерштрасса ряд (4) сходится абсо­
лютно и равномерно в замкнутом круге |z| <  1, так как

v*,M< 1,

и числовой ряд 51 l/7*2 сходится.
П =  1

П р и м е р  3. Как мы уже знаем, ряд

сходится при любом z £ С. Следовательно, у этого ряда R  =  +оо.
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оо
Рассмотрим еще ряд J2 и!*п. Здесь

п=0

tin =  n\zn, lim =  +00 V * ф 0.
"-*00 |tln|

По признаку Даламбера этот ряд расходится при любом г ф 0. 
Следовательно, у него R  =  0.

В рассмотренных примерах для нахождения радиуса сходимости 
мы применяли признак Коши или признак Даламбера. В конкрет­
ных примерах их применение проще, чем применение формулы 
Коши-Адамара.

Т е о р е м  а. 3. Степенные ряды

53nan(z - * o )n“ \ (5)
П=1

ОО

nssO
(б)

имеют тот ж е радиус сходимости, что и ряд (1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что ряд (5) сходится тогда и 

только тогда, когда сходится ряд

00
^ , n a „ ( z -  z0)n.
nsl

так как lim - t fn =  1, то последовательности {^|о„| } и {^п|а„| }
п —► ОО

имеют одни и те же частичные пределы. Следовательно, 

lim v^n|a„| =  lim ,
П —►ОО П -Ю О

что, в силу формулы Коши-Адамара, и доказывает равенство 
радиусов сходимости степенных рядов (1) и (5).

Аналогично ряд (6) сходится или расходится одновременно с рядом

£
п=П

*о)".

А так как

-Пт ф Щ
n-*oo V п +  1

=  lim

т о  р я д  (6 ) и м ее т  т о т  ж е  р а д и у с  сх о д и м о ст и , ч т о  и р я д  (1 ) .  Т е о р е ­
м а  3 д о к а з а н а .
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Отметим, что ряд (5) получается из ряда (1) почленным диф­
ференцированием, а ряд (6) —  почленным интегрированием по 
отрезку [z0; z], соединяющему точки zo и z. Следовательно, теоре­
му 3 коротко можно сформулировать так: исходный ряд и ряды, 
полученные из него почленным дифференцированием и почленным 
интегрированием, имеют один и тот ж е радиус сходимости.

3.2. Равномерная сходимость степенных радов. Как и в преды­
дущем пункте будем рассматривать степенные ряды

i > » ( * - * o )n (!)
П=0

с комплексными членами.
Т е о р е м а  1. Пусть R  — радиус сходимости степенного ряда 

(1). Тогда, если R  >  0, то ряд (1) сходится равномерно на любом 
замкнутом круге |z — zo| <  г, у которого г <  R.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения радиуса сходимости и те­
оремы Абеля следует, что ряд (1) в точке z\ =  zq +  г  сходится

оо
абсолютно, т.е. сходится числовой ряд £  lan|rn. А  так как

п=0

k i ( * - * o ) n| <  k i|rn Vn

при условии |* — *о| <  г, то, согласно признаку Вейерштрасса, ряд 
(1) сходится равномерно в круге \z — zo\ <  г. Теорема 1 доказана.

С л е д с т в и е .  Сумма степенного ряда непрерывна в круге схо­
димости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть R  —  радиус сходимости ряда (1). 
В случае R  =  0 круг сходимости, согласно определению, является 
пустым множеством.

Пусть R  >  0. Рассмотрим некоторую точку z\ из круга сходи­
мости и положим 6 =  R  — |*1 — £о|‘

Тогда Оь(г\) содержится в O r (zo), a Of/2(^1) содержится в 
Or (z0), г =  R  — 8/2, где ряд сходится равномерно. А  так как члены 
ряда (1) непрерывны в точке z\, то его сумма тоже непрерывна в 
точке z\. Следствие доказано.

Рассмотрим теперь случай, когда степенной ряд сходится в не­
которой точке, лежащей на границе его круга сходимости. Сначала 
рассмотрим ряды вида

£ > „ * " .  (2)
П=0

Т е о р е м а  2. Если R  — радиус сходимости ряда (2), и ряд 
сходится при z =  R, то он сходится равномерно на отрезке [0; Я] 
действительной оси.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Бели г  € [0;Я], то

00

Ряд 53 <*пЯп сходится равномерно относительно я, а последова­
л о

тельность

при любом х монотонна и на [0;Я] ограничена:

• s ( S ) V .
Поэтому, согласно признаку Абеля, ряд (2) сходится равномерно 
на [0;Я]. Теорема 2 доказана.

Эта теорема называется второй теоремой Абеля.
Обобщим доказанную теорему на случай произвольных степен­

ных рядов (1).
Т е о р е м а  3. Если степенной ряд (1) сходится в точке z\ ф zot 

то он сходится равномерно на отрезке [zq>z {\, соединяющем точки 
Zo и  Z\.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г\ — zo =  Re**. Тогда любая точка 
отрезка [zoi*i] имеет представление

z =  го +  re**,

где г в  [0;Я].
По условию ряд (1) сходится в точке z\9 т.е. сходится ряд

п=0
Так как его члены не зависят от г, то он сходится равномерно на [0; Я]. 

Д ля  любого z € [zo\z\] имеем:

ап(г -  *o)n'=  on(re'v ) =  а„(Яе*> ) , 0 <  < 1  Vn.

По признаку Абеля ряд (1) сходится равномерно на отрезке [zo;*i]- 
Теорема 3 доказана.

Т е о р е м а  4. Если степенной ряд (1) сходится равномерно на 
дуге окружности

7 =  { г  =  zo +  Re**, <f> € [а; /?]}, 

то он сходится равномерно на круговом секторе

=  { г  =  z0 +  re’v , г € [0; Я], <р € [а; /?]},
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Действительно,

ап(г -  * „ )"  =  ап(ге '> )" =  ап(Яе‘Т  ( £ ) "  .

00

причем ряд 5Z ап(Де*^)п сходится равномерно по г и по ^  € [<*;/?].
п=0

Следовательно, по признаку Абеля ряд (1) сходится равномерно 
на множестве G1.

П рим ер .  Исследуем на сходимость ряд

(3)

Как и в примере 2 п.3.1, показывается, что у этого ряда R  =  1. 
Однако на границе круга сходимости, т.е. на окружности \z\ =  1, 
имеются как точки, в которых ряд сходится, так и точки, в которых 
ряд расходится. Например, в точке z =  1 ряд (3) расходится, а в 
точке z =  — 1 он сходится.

Исследуем сходимость ряда (3) на окружности \z\ =  1, т.е. когда 
z =  el<p. Для этого воспользуемся признаком Дирихле.

Здесь ап =  1/п монотонно убывая, стремится к нулю при п оо. 
Кроме того,

Ё («*’)'
к=1

е«>(п+1) _  е*>

е*> -  1

|sin(ny>/2)|
| sin(v?/2) | ’

.V(n+i)/2 . sin(ny/2) 
sin(y?/2)

поэтому ряд (3) сходится в любой точке г =  е*^, где <р Е (0;2тг).
Таким образом, ряд (3) сходится в любой точке замкнутого 

круга \z\ <  1, кроме точки z =  1:
По признаку Дирихле ряд (3), где z =  e‘v , сходится равномерно 

на любом отрезке [а;/?] С (0;2тг). Тогда, как следует из теоремы 4, 
ряд (3) сходится равномерно на любом круговом секторе

G7 -  { г  =  г е '* , 0 <  r <  1, <р€[а,0\},

где [а;/?] С (0;2тг). Кроме того, по теореме 1 ряд (3) сходится 
равномерно на любом круге \z\ <  г, где г <  1.

Следовательно, ряд (3) сходится равномерно на любом множестве

G =  { z : \z\<  1 }\0| (1 ),

где 0^(1) —  ^-окрестность точки z =  1. Отсюда, в частности, 
следует, что сумма ряда (5) непрерывна в любой точке z круга 
|*| <  1, кроме точки z -= 1. В точке z =  1 сумма ряда равна +оо.
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3.3. Аналитические функции. В этом пункте рассмотрим функ­
ции комплексного переменного, являющиеся суммами степенных 
рядов вида

5 3 a „ ( z - * 0)n. ( ! )
п=0

О п р е д е л е н и е  1. Функция /(г), определенная в некоторой 
окрестности точки zo, называется аналитической (или голоморфной) 
в точке *о, если существует 6 >  0 такое, что функция f ( z )  в 
Os(zо) есть сумма некоторого степенного ряда вида (1), т.е. если 
существуют числа ao,ai ,a2l... такие, что

оо

/ (* ) =  $ 2  “  *о )" Vz € Os(zo).
п=о

В этом случае говорят, что функция f ( z )  в точке zo разлагается 
в степенной ряд по степеням z  — zq.

Т е о р е м а  !. Если функции f ( z )  и g(z)  являются аналитиче- 
скими в точке zo, то функции f ( z )  +  g (z ) t f ( z )  — g{z) и f {z )g (z )  
тоже аналитические в точке zo.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
оо

/ (* ) =  5 2 a" ( * “ * ° )"  V z e o ^ f z o ) ,
п=0

оо

g{z) =  5 2 6„(z -  z0)n V z € O i,(z0).
n=0

Тогда, очевидно,

/ (z ) ± y ( z )  =  5 2 (a«  ±  -  *o)n € 0*(*o ),
n=0

где S =  min{Ji; J2}.
Далее, в круге сходимости степенные ряды сходятся абсолютно, 

поэтому, согласно теореме об умножении абсолютно сходящихся рядов,
оо

f {z )g (z )  =  5 2  * » (*  -  z° ) "  G О ( Ы ) ,  
п=о

П

где сп =  53 Теорема 1 доказана.
i=o

Т е о р е м а  2. Аналитическая в точке zq функция f ( z )  имеет 
единственное разложение в ряд по степеням z — *о •

Эта теорема является следствием следующего утверждения.
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Лемма.  Пусть Я — радиус сходимости степенного ряда (1). Тогда, если Я > 0 и гп(*) — n-Й остаток ряда (1), то
r„(* ) =  0((z -  z0)n+1) при z —> zq (2)

и, следовательно,
rn(z) =  o ( ( « - 20)n) при Z - > Z 0. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, n-й остаток ряда (1) имеет тот 
же радиус сходимости, что и ряд (1). Поэтому

М * )  =  (г - z0)n+1<pn(z), 
где <р„(г) — сумма ряда

fcsn-f 1

причем он имеет тот же радиус сходимости, что и ряд (1). Как 
уже доказано, функция <рп(г ) непрерывна на замкнутом круге 
\z — zq\ <  Я/2. Следовательно, она ограничена на этом круге. 
Тогда, если |v>n(*)| <  М  V * € Од/2(^о), то

|r„(z)|< M\z -  zo\n+1 V z € Or /2{zo),

а это означает, что выполняется условие (2). Лемма доказана. 
Теперь докажем теорему 2. Пусть

оо
Я • mq хтш  / (z ) =  Е  ° * (*  — * »)*  ^ z € Oi, (zo),

*=o

/ (* ) =  E  Ь*(z -  z0) fc V z € 0 «,(zo ).
* = 0

Отсюда и из доказанной леммы, а точнее, из равенства (3) следует, что

п
E ( a* - M ( ^ - z o ) *  =  o ( ( z - z 0)n) при z - * z 0
fc= 0  *

для любого п =  0 ,1 ,2 ,... При п =  О имеем: ао—Ьо =  о (1) при z -► 
поэтому ао =  60. Затем при n =  1 после сокращения на множитель 
z — zo получаем: а\—Ь\ =  о(1) при z zo, поэтому а\ =  Ь\, и т.д. 
По индукции получаем, что ап =  bn Vn. Теорема 2 доказана.

Т е о р е м а  3. Сумма, степенного ряда является аналитической 
функцией в любой точке круга сходимости.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / (г ) —  сумма степенного ряда (1). 
Бели Я  =  0, то круг сходимости —  это пустое множество. Пусть 
R  > О и z \  € O r ( z q ) .  Тогда

/(*) = Е а"(* - z°)n = Е а"((г ■  *о+(*»_ г°))п =
п=0 п=0

=  E a „ E C ^ 1 - z 0) " - fc( z - z 1)* (4)
п=0 к=0

для любого* € Or ( zo). Если же \z — z\\ +  \z\ — *о| <  Л, то сходится ряд 

Е  1а«К1* -  ^il +  1̂ 1 -  *о|)" =  Е Е  |а„|С*|*-  zi|*|zi -  zo l"-*.
n=0 п=0 Дс=0

Поэтому, согласно теореме 2 из и.2.2 о повторных рядах, в (4) 
можно поменять порядок суммирования. В результате получим:

/ (* ) =  Е  ( Е  -  * о Г к)  (Z  -  г г )к (5)
к=0 \п=Ле /

для любого г такого, что |* — *i| <  Л  — |*i — *о|- Следовательно, 
функция f (z )  является аналитической в произвольно выбранной 
точке z\ € Оя (*<>)• Теорема 3 доказана.

Заметим, что радиус сходимости ряда (5) может быть больше, 
чем Л  — |zi — *о|.

3.4. Дифференцирование и интегрирование степенных рдцов. В 
этом пункте будем рассматривать степенные ряды

E o« ( * - * o ) n (1)
п=0

с действительными членами, т.е. будем считать, что хо и 
ао, ах,. . . ,  ап, .. . —  данные действительные числа, а переменная 
х принимает действительные значения. Д ля таких рядов так 
же, как и ранее, определяется радиус сходимости Л. Если 
О <  Я  <  оо, то вместо круга сходимости возникает интервал схо­
димости (а?о — Д;*о +  Я)* Если Л  =  0, то интервал сходимости —  
пустое множество, а если Л  =  +оо, то интервалом сходимости будет 
интервал (—оо; -foo).

Следует, однако, заметить, что все утверждения этого пункта 
справедливы и во множестве комплексных чисел, практически без 
изменения доказательств.
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Т е о р е м а  1. Пусть R  — радиус сходимости степенного ряда (1), 
a f (x )  — сумма этого ряда. Тогда, если R  >  0, то функция f ( x )  на 
интервале (хо—Я;хо+Я) непрерывна и для любого х € (хо—Я;хо+Я)

Ап
п + 1

( * - x 0)n+1,

m.e. в интервале сходимости степенной ряд можно почленно 
интегрировать.

Действительно, согласно теореме 1 из предыдущего пункта, 
рад (1) сходится равномерно на любом отрезке [хо -  г; х0 -f г] С 
С (х0- Я ; х 0+ Я ) ,  поэтому утверждение теоремы следует из теоремы 
о почленном интегрировании функционального рада.

Т е о р е м а  2. Пусть R  — радиус сходимости степенного ряда 
(1), а / (х) — сумма этого ряда. Тогда, если R  >  0, то функция 
/ (х ) в интервале (х<) — Я ;х о + Я )  имеет производные любого порядка, 
которые находятся почленным дифференцированием ряда (1).

Действительно, согласно теореме 3 из и.3.1, почленно продиф­
ференцированный рад имеет тот же радиус сходимости Я, что 
и рад (1), поэтому он сходится равномерно на любом отрезке 
[хо — г; хо +  г] С (хо — Я; х<> +  Я), и утверждение теоремы следует из 
теоремы о почленном дифференцировании функционального рада.

Т е о р е м а  3. Если функция / (х ) является аналитической в 
точке хо, m.e. в некоторой S-окрестности точки хо она является 
суммой степенного ряда вида (1), то

о» =  ^ / (п)(* о), П =  0 ,1 ,2 , . . .  (2)
Действительно, продифференцировав п раз обе части равенства

/ (* ) =  £ м * - * ° ) п
п=О

и положив х =  хо, получим /(Л)(хо) =  п!а„.
О п р е д е л е н и е .  Пусть функция / (х ) определена и бесконечно 

дифференцируема в некоторой окрестности точки Хо. Тогда сте­
пенной ряд (1), коэффициенты которого определены по формулам 
(2), называется рядом Тейлора функции / (х ) в точке хо.

В случае, когда хо =  0, ряд Тейлора иногда называют рядом 
Маклорена.

Из теорем 2 и 3 следует, что если функция / (х) аналитическая 
в точке хо, то она в некоторой окрестности точки хо бесконечно 
дифференцируема и

/ (* ) =  £  Л / (п)(* о )(*  -  * оГ ,
п=0

т .е . в  это й  о к р е ст н о ст и  о н а  р а з л а г а е т с я  в  р я д  Т е й л о р а  по ст е п е н я м
X -  Хо.



388 ГЛ. 9 ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ

Возникает вопрос: когда бесконечно дифференцируемая в точке 
хо функция будет аналитической в этой точке, другими словами, 
когда ее ряд Тейлора сходится к ней в некоторой окрестности 
точки Хо?

3.5. Разложение функций в степенные ряды (рдщл Тейлора). Что­
бы ответить на вопрос, поставленный в конце предыдущего пункта, 
для функции /(х), которая определена и бесконечно дифференци­
руема в окрестности точки хо, рассмотрим формулу Тейлора

/(*) =  £  £T/(fe)(*°X* -  *o)fc +  Г„(х), (1)

где rn(x) —  n-й остаточный член формулы Тейлора. Из нее видно, 
что функция / (х ) есть сумма своего ряда Тейлора в некоторой 
6-окрестности точки хо тогда и только тогда, когда

lim гп(х) =  0 Vx G О$(хо).
П-* 00

Следующий пример показывает, что не всякая бесконечно диффе­
ренцируемая функция Является аналитической.

П р и м е р  1. Рассмотрим функцию /(х) такую, что /(0) =  0 и 
/ (х) =  е“ 1/а?а для х ф 0.

Эта функция при х ф 0 имеет производные любого порядка, 
которые легко вычисляются:

/ '(х ) =  2х-3е - х’ а, / " (* )  =  - 6 X - V * " 2 +  4х“ 6е - * ’ а

и т.д. Вообще,

/ ("> (*) =  / > „ ( ! )  е - 1'** ,

где Рп (1/х) — некоторый многочлен от 1/х. По правилу Лопиталя 
находим, что

lim /<">(*) =  0.

Аналогично находим, что /̂ п)(0 ) =  0. Таким образом, данная 
функция на всей действительной оси имеет производные любого 
порядка. Однако она не является аналитической в точке х =  О, 
так как /(х) ф 0 для любого х ф 0, а все коэффициенты ее ряда 
Тейлора в точке х =  0 равны нулю.

Докажем теперь одну простую теорему, полезную во многих 
важных случаях.
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Т е о р е м а .  Пусть функция / (х ) определена и бесконечно диф­
ференцируема в  некоторой S-окрестности точки хо. Тогда, если

ЗА# |/(л)( * ) 1 < ^  V x € 0 , ( x о), Vn,

то

/ (* ) -  Е  -  *o )n Vx 6 0 , (х о).
ПвО

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для функции / (х ) напишем формулу Тей­
лора (1) с остаточным членом в форме Лагранжа:

г f ' /(п+1)(0 , , „ + г  

)  “  " (п +  1)! ( “ Хо) *

где £ лежит между х и хо- Тогда |/(n+1)(£)| <  М , и поэтому

jn+ l
|>*»(х)| <  М (п + 1)!

для любого п и любого z  g  Os(xо). А  это и доказывает теорему, 
так как

Jn+1 .
l,m т— -гг? =  0. 

n-foo (n  +  1)!

Теорема доказана.
П р и м е р  2. Рассмотрим функцию

/ ( * ) = ! > * * •

Очевидно, многочлен, задающий эту функцию, является ее рядом 
Тейлора в точке хо =  0.

П р и м е р  3. Рассмотрим теперь функцию / (х ) =  cosx. Эта 
функция на всем бесконечном интервале (—оо;+оо) удовлетворяет 
условиям доказанной теоремы, поэтому

¥ * е К -
n=0 v 1

00

sin х =
n=0

( - 1)" j2ra+l
(2n +  1 )!*

Vx G R.

Аналогично,
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П р и м е р  4. Функция /(ж) =  ех удовлетворяет условиям теоремы 
на любом конечном интервале. Следовательно,

оо -
ех =  У ]  —:Xn V x € R .  

"  п!п=О

Аналогично,

е~х =  V x GR,
n!

~  x 2n+ l

sh* = S r a
оо

char = 5 3

n=0
00 T2n

■ S tS J i
V * € * .

n=0

П р  и м ер  5. Легко видеть, что

П Т.П + 11 . ХП + 1

— *  = £ ■  + —  v"' Vl5tl-fc= 0

Следовательно, если |х| <  1, то

1 00 
—  =  T * fc.
1 - Х  f -Lfc= 0

Аналогично,

т| 7 = В - 1 ) * . ‘ , м < 1 .
* = 0

Проинтегрировав обе части последнего равенства по х, получим:

ln (l +  * )  =  f ; ^ * fc+ 1, |ar| <  1,
*=о * +  1

Отметим, что, в силу второй теоремы Абеля, последнее равен­
ство справедливо и при х =  1.

Перед следующим примером заметим, что из интегральной фор­
мы остаточного члена формулы Тейлора

X

=  г + 1т * - * ) п *
XQ
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и теоремы о среднем следует, что

30 6 (0; 1) : rtn(i )  =  - V r +1(*o +  © Д х ) (Д х  -  0 Д х ) "Д я ,
п!

где А х  =  х -  го- Следовательно,

«„(*) = Д/я+1(*о+ ед*)(1 -  ©)”(* -  x0)n+1.п\

Это — остаточный член в форме Коши.
П р и м е р б .  Разложим в ряд Маклорена функцию /(х) =  (1 + х )а . 
Этот ряд, называемый биномиальным рядом с показателем а, 

имеет вид
У '  <*(а -  1) • • • (а  -  П +  1)

1 + д - --------------я.--------------*  •П=1

По признаку Даламбера он сходится, если |х| <  1, и расходится, 
если |х| >  1. Докажем, что он сходится к (1 +  х )а. Д ля  этого 
рассмотрим остаточный член формулы Тейлора в форме Коши:

п\

где 0 <  9 <  1.
Легко видеть, что если х Е (—1;+1), то 0 <  1 — в <  1 +  Ох. 

Поэтому

М*)|< И а - 1) - - ( а “ »>)1(Н . ^ ) - 1М,>,

Здесь 0 зависит как от х, так и от п. Положим

Ьп(х ) =  о(1 +  Ох)а—1

< * »(* )=
а (а  — 1) . . .  (а — п)

П!

При каждом фиксированном х Е (—1;+1) последовательность 
{ап(х ) }  сходится к нулю, так как ап(х) —  это n-й член бино­
миального ряда с показателем а — 1, а последовательность {6п(х ) }  
ограничена, так как 1 — И  <  1 +  Ох <  1 +  |х|. Следовательно,

lim гп(х) =  0 Vx Е (—1; 1),

и поэтому

(1 +  х )в
t , у ч  t t ( t t ( а - < Н - 1 ) д,

для любого х Е (—1; 1).
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Из этой формулы, в частности, получаем:

(1 +  х)-1 =  1 + f > l ) " x "  =  £ ( - 1 ) " х " ,

n=2 v
где (2n—1)!! =  1-3-.. . (2n —3), (2n)!! =  2*4*.. .*(2n). Эти разложения 
справедливы для любого х G (—1; 1).

П р и м е р  7. Разложим функцию f (x )  =  arctgx в ряд Тейлора 
по степеням х.

Так как

/ '(* ) =
1

1 +  х 2

оо

=  В - 1)” * 2"- 1*1 < 1 .

то, проинтегрировав обе части этого равенства, получим:

п=0
Отметим, что полученный ряд сходится и при х =  ±1 (по признаку 
Лейбница), а по второй теореме Абеля его сумма равна ±7г/4. 
Таким образом,

*  у  (~ 1 )п 

4

П р и м е р  8. Производная функции arcsinx, как следует из 
разложения функции (1 +  х )” 1̂ 2 (см. Пример 6), разлагается в ряд 
следующим образом:

1

л/1 — X2 - 1 + Е
П = 1

(2п -  1)!! 2п 
(2п)!! ’ 1*1 <  1-

Поэтому, интегрируя обе части этого равенства, получаем:

00 ( 2 n - 1)!! х2" * 1
arcsinx = *+Енк)ГГ'^тт' w<1-

3.6. Показательная и тригонометрические функщш комплексного 
переменного. Ранее показательная функция от z =  х +  ху определя­
лась равенством:

еж =  е* (cos y +  i sin у). (i )
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Это определение в какой-то степени является искусственным. 
Более естественным представляется определение функции ег с по­
мощью степенного ряда, исходя из разложения

п —0

Показательную функцию е* определим равенством:

« ■ - E S r  г е с (2)
nss О

Ряд (2) сходится при любом г € С, поэтому функция е* определена 
на всей комплексной плоскости. Покажем, что

е“ .е*а =  е*1+аа (3)

ДЛЯ любых комплексных Z\ И Z2-
Так как степенной ряд (2) сходится абсолютно при любом z, 

то ряды для е*1 и е*а можно перемножать почленно. Поэтому

е*1 . - ( S S ) ( E g ) . £ E 4 # .

= Е
т=0

( « 1 + * а ) т  _  , 1+„
т !  “

Из свойства (3) следует, что если е* определена равенством (2), то 
для нее справедливо равенство (1). Действительно, е с л и г = х  +  iy, то

e* = eV«'=e*f'Ml =
"  п!п=0

- « * ( £ о w y2fc+̂ 0(^ ^ y2fc+1) =eX(cosy+,'siny)-
Отсюда видно, что если ег определена равенством (1), то для нее 
справедливо разложение (2).

Аналогично тому, как была определена функция е1, триго­
нометрические функции cos г и sin z комплексного переменного z 
определим равенствами:

, е С ;
(4)

” " 2 =  Е (2 .+  1)!*г"+1' 2 € С (5)



394 ГЛ. 9 ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ

Данные определения являются естественными, так как при г =  х 
эти функции совпадают с cos х и sinx, и, кроме того, они обладают 
многими характерными свойствами этих функций. Из определений 
е* получаем:

(■«Г
п!

00

=Е (~ * )*  а* 
(2*)! *=о

(~^)к 2<t+l
(2* + 1)!

Поэтому, в силу формул (4) и (5),

е”  =  сое г  +  i  sin z, г € С. (6)

Бели здесь z заменить на —г, то получим равенство:

е** =  сов z — iainz, г € С. (7)

Из (6) и (7) следует, что

«*• +  «-** е'г - е~{я
совг = ----- ------ , sin г = ----- -------. (8)

Формулы (б), (7), (8) называются формулами Эйлера. С помощью 
этих формул докажем, например, формулу для синуса суммы:

sin Z\ • сое гг +  sin Zj ■ сов Z\ —

_  e»*i _  е-«1  e<*a +  e- f * 2  ei* 2  _  e - i* г ei*i +  e- i *i _

~ 2i 2 +  2i 2 “
c«(*i+*a) _  е-*(*1+*з)

=  2 ------------- —------------=  sin(zi +  z2).

Таким образом,

sin(zi +  z2) =  sin z\ • cos z2 +  sin z2 • cos z i .

Аналогично доказывается, что

cos(zi — z2) =  cos Z\ cos z2 +  sin Z\ • sin z2.

Из последней формулы следует, что

cos2 z +  sin2 z =  1 V z € C.

3.7. Связь между аналитичностью и дафференпцруемостыо функ­
ций на комплексной плоскости. Напомним, что функция f (z )  называ­
ется аналитической (голоморфной) в точке zo, если она определена 
в некоторой окрестности точки го и в этой окрестности разлагается 
в степенной ряд по степеням z — z<>.

О п р е д е л е н и е .  Функция / (z), z £ G, называется аналитиче­
ской (или голоморфной) в области G, если она голоморфна в любой 
точке этой области.
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На комплексной плоскости, как и на действительной прямой, 
доказывается, что если функция f (z )  является аналитической в 
области G, то она в G  бесконечно дифференцируема. На дей­
ствительной прямой обратное утверждение является неверным, а 
вот на комплексной плоскости имеет место даже более сильное 
утверждение.

Т е о р е м а .  Если функция f (z )  в области G имеет непрерывную 
производную, то она в этой области является аналитической.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть zo £ G, и пусть е >  0 такое, что 
Oe(zo) С G. Через 7е(*о) обозначим окружность радиуса е с центром 
в точке zo. Тогда, согласно интегральной формуле Коши,

' « - 5 S  /  <»
■»•(*<>)

Разложим функцию 1/(( — г) в ряд по степеням г  — z0:

1 1 ( * - * > ) "
С -  Z “  (С -  zo) -  (Z -  zo) -  (С -  * ) " + l ’

z € Oe(zo), (2)

Этот ряд сходится равномерно по С на 7» > так как если С € 7e(zo)t то

j £ ^ !  =  t £ d < 1 , г € 0 . Ы .

Ряд, полученный из этого ряда почленным умножением на/(С)> тоже 
сходится равномерно на 7С, так как функция /(С) ограничена на 7С.

Подставим разложение (2) в равенство (1) и воспользуемся тем, 
что равномерно сходящийся ряд можно интегрировать почленно. В 
результате получим:

/(*) =  £ С„(* -  *„Г, * € Ot (zo), (3)
nssO

где

7-(*о)

/(С)
(С - * о ) " +1

<к.

Следовательно, функция f (z )  аналитическая в точке *о, а так 
как точка zo —  произвольная точка области G, то функция f ( z )  
аналитическая в G. Теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Если функция f ( z )  в области G имеет непрерыв­
ную производную первого порядка, то она в этой области бесконечно 
дифференцируема.

Заметим, что имеет место более сильное утверждение:
Если функция f ( z )  дифференцируема в области G, то она 

бесконечно дифференцируема в G.
Это утверждение обычно доказывается в учебниках по теории 

функций комплексного переменного.



Приложение

Таблица производных простевших элементарных функций

(С )' =  0 (С  —  постоянная);

( * " ) '  =  п®"~\ п =  0, ± 1 ,± 2 , ..

(а * )' =  1па ■ о*, о >  0;

( * “ )' =  аха- \  * > 0 ;

(tg ®)' =  вес2 * ;

(ctg ®)' — совес2*;

1
(arcsin х ) ' =

1
(arccosx)' =  ——j====s

(Ioga * ) '  =  —— , ® >  0, о >  0;
X

( In®) '=  - ,  ® > 0 ;
X

(In |*|)' =  ^ , ® #  0;

(arctg*)' =  

(eh®)' =  ch*; 

(ch*)' =  eh*;

(1*1)' =  sign* =  { _ } ;  

(sinx)' =  cosx;

(thx)' =
1

ch2x*

(cthx)' =  —
1

sh2x

(cosx)' =  — sinx;
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Таблиц* иктАгрмо» простейших элементарных функций^

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

OctesC ;

* ” * S T T * * +l + c '

dx . . .  л  
—  =  In |х| +  С;
X

dx
1 +  х2 

dx

7 Т ^

arctg х +  С\

=  arcsin х +  С ]

a” dx =  г— а* +  С;
In а

sin х dx =  — cos х +  С;

cos xdx =  sin x +  C;

dx
- j -  =  tg x +  C;

COS* X

dx
. 6 " =  -c tg  X +  C;

sin X

dx

y/x2 ±  1
=  In |x +  \/x2 ±  1| +  C.
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Формулы Тейлора для простейших элементарных фуняицй

е*
П Ь

k=i *•
° ( * п);

е- *  =  1 +  ^ ( - 1 ) ^  +  о ( * » ) ;

sinx D - » ‘
к=0

xM +l

W
+  o (*2n+J);

cos* 1 +  +  o (*8n+1);

M

ск* = 1 + £ ( Щ + 0 ( * 1" * ,);

П

sh* = s
k=0

x 2 k + l

(2k + 1 ) !
+  o (*8n+2);

arctg* =  5 3 ( - l ) * | r v T  +  o (x ,n+2);
2 k+1

k=0
2 k + 1
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M i  +  * )  =  D - i ) * - 14 + ° ( * n); 
«>*1 *

(l  +  r ) - = l  +  £
fc=l

o (a  — 1)... (a — к + 1 )  
Jfc!

x k + o ( x ny,

l

1 +  *
x  +  x 3 - x *  +  . . .  +  ( - 1 ) " * "  +  o(x");

1
1 -  x l +  *  +  * 2 +  ... +  * n +  <>{xn ) t

1
1 + X 1

1 + 5 3 (-1 )л* 2л + о(аг2л+1).
k = 1


